
HAL Id: tel-01801958
https://tel.archives-ouvertes.fr/tel-01801958v2

Submitted on 14 Sep 2018

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Dynamic failure precursors in soft matter
Stefano Aime

To cite this version:
Stefano Aime. Dynamic failure precursors in soft matter. Mechanics of materials [physics.class-ph].
Université Montpellier, 2017. English. �NNT : 2017MONTS011�. �tel-01801958v2�

https://tel.archives-ouvertes.fr/tel-01801958v2
https://hal.archives-ouvertes.fr


  
 
 

Délivré par l’Université de Montpellier 
 

 
 

Préparée au sein de l’école doctorale Information structure systèmes 

Et de l’unité de recherche Laboratoire Charles Coulomb  

 

Spécialité : Physique 
 

 
 

Présentée par Stefano AIME 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Soutenue le 14/09/2017 devant le jury composé de 

 
 

 

M. Luca Cipelletti Professeur, Université de Montpellier Directeur de thèse 

Mme Sylvie Cohen-Addad Professeur, Université Pierre et Marie Curie Président du jury 

Mme Emanuela Del Gado Professeur, Georgetown University Rapporteuse 

M. Thibaut Divoux Chargé de recherche, CNRS Examinateur 

Mme Laurence Ramos Directrice de Recherche, CNRS Co-directrice de thèse 

M. Dimitris Vlassopoulos Professeur, IESL-FORTH Rapporteur 

 

 

 

 

 

Dynamic failure precursors in soft matter 

 





 

 

 

 

A Silvia e Giovanni 





❈♦♥#❡♥#%

❖✉✈❡$%✉$❡ ✶

✶ ▼♦%✐✈❛%✐♦♥ ❛♥❞ ❙%❛%❡ ♦❢ ❆$% ✸

✶✳✶ ❖❜❥❡❝'✐✈❡*✱ ♦-✐❣✐♥❛❧✐'② ❛♥❞ ♥♦✈❡❧'② ✸

✶✳✷ ❍✐*'♦-✐❝❛❧ ❡①❝✉-*✉* ✶✶

✶✳✸ ❙'❛'❡ ♦❢ '❤❡ ❛-' ✶✺

✶✳✹ ❖✉'❧✐♥❡ ♦❢ '❤❡ '❤❡*✐* ✹✻

✷ ❊①♣❡$✐♠❡♥%❛❧ ▼❡%❤♦❞8 ✹✾

✷✳✶ ▲✐❣❤' ❙❝❛''❡-✐♥❣ ✹✾

✷✳✷ ❘❤❡♦❧♦❣② ✺✾

■ ▲✐❣❤% &❝❛%%❡*✐♥❣ ✉♥❞❡* &❤❡❛* ✻✾

✸ ❆ 8%$❡88 ❝♦♥%$♦❧❧❡❞ 8❤❡❛$ ❝❡❧❧ ❢♦$ 8♠❛❧❧✲❛♥❣❧❡ ❧✐❣❤% 8❝❛%%❡$✐♥❣ ❛♥❞ ♠✐✲

❝$♦8❝♦♣② ✼✶

■ ■♥'-♦❞✉❝'✐♦♥

■■ ❙❡'✉♣

■■■ ❙❡'✉♣ ❝❤❛-❛❝'❡-✐③❛'✐♦♥

■❱ ❚❡*'* ✇✐'❤ ♠♦❞❡❧ *❛♠♣❧❡*

❱ ❉②♥❛♠✐❝ ❧✐❣❤' *❝❛''❡-✐♥❣ ✉♥❞❡- *❤❡❛-

❱■ ❈♦♥❝❧✉*✐♦♥

✹ ❙❝❛%%❡$✐♥❣ 8✐❣♥❛❧ ❢$♦♠ 8❤❡❛$✲✐♥❞✉❝❡❞ ♥♦♥❛✣♥❡ ❞❡❢♦$♠❛%✐♦♥8 ✽✺

✶ ■♥'-♦❞✉❝'✐♦♥

✷ ▼❛'❡-✐❛❧* ❛♥❞ ♠❡'❤♦❞*

✸ ❉▲❙ ❢♦- ❛ *❤❡❛-❡❞ *❛♠♣❧❡

✹ ❈♦♥❝❧✉*✐♦♥*

■■ ❈♦❧❧♦✐❞❛❧ ❣❡❧& ✾✾

✺ ❙%$✉❝%✉$❡✱ ❞②♥❛♠✐❝8 ❛♥❞ ✈✐8❝♦❡❧❛8%✐❝ ♣$♦♣❡$%✐❡8 ✶✵✶

✺✳✶ ■♥'-♦❞✉❝'✐♦♥ ✶✵✶

✺✳✷ ❚❤❡♦-❡'✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣-♦✉♥❞ ✶✵✹

✺✳✸ ▼❛'❡-✐❛❧ ❛♥❞ ♠❡'❤♦❞* ✶✵✻

✺✳✹ ❘❡*✉❧'* ✶✵✽

✺✳✺ ❉✐*❝✉**✐♦♥ ✶✶✺



✐✐ ❈♦♥$❡♥$&

✻ ▼✐❝*♦&❝♦♣✐❝ ❞②♥❛♠✐❝& ❛♥❞ ❢❛✐❧✉*❡ ♣*❡❝✉*&♦*& ♦❢ ❛ ❣❡❧ ✉♥❞❡* ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧

❧♦❛❞ ✶✶✾

✼ ■**❡✈❡*&✐❜❧❡ ❞②♥❛♠✐❝& ✉♥❞❡* ❧❛*❣❡ ❛♠♣❧✐$✉❞❡ ♦&❝✐❧❧❛$♦*② &❤❡❛* ✶✷✼

✼✳✶ ❨✐❡❧❞✐♥❣ *+❛♥-✐*✐♦♥ ✐♥ ❧❛+❣❡ ❛♠♣❧✐*✉❞❡ ♦-❝✐❧❧❛*♦+② -❤❡❛+ ✶✷✼

✼✳✷ ❉❡❧❛②❡❞ ②✐❡❧❞✐♥❣ ✐♥ ▲❆❖❙*+❡-- ✶✸✸

✼✳✸ ❙*+✉❝*✉+❛❧ ❡✈♦❧✉*✐♦♥ ✉♥❞❡+ ❛♥ ♦-❝✐❧❧❛*♦+② -*+❡-- ✶✸✺

✼✳✹ ❈♦++❡❧❛*✐♦♥ ❡❝❤♦❡- *+❛❝❦ ♣❧❛-*✐❝✐*② ❛❝+♦-- ❝②❝❧❡- ✶✸✼

✼✳✺ ❉✐-❝✉--✐♦♥ ✶✹✶

■■■ ❈♦❧❧♦✐❞❛❧ ❣❧❛((❡( ✶✹✸

✽ ❉❡♥&❡ ♠✐❝*♦❣❡❧ &✉&♣❡♥&✐♦♥✿ ❞②♥❛♠✐❝& ✉♥❞❡* &❤❡❛* ✶✹✺

✽✳✶ ■♥*+♦❞✉❝*✐♦♥ ✶✹✺

✽✳✷ ❙❛♠♣❧❡ ♣+❡♣❛+❛*✐♦♥ ✶✹✻

✽✳✸ ❙*+✉❝*✉+❡ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝- ❛* +❡-* ✶✹✽

✽✳✹ ❘❤❡♦❧♦❣② ✶✺✶

✽✳✺ ❘❡✈❡+-✐❜❧❡ ❛♥❞ ✐++❡✈❡+-✐❜❧❡ ♥♦♥❛✣♥❡ ❞②♥❛♠✐❝- ✶✺✷

✽✳✻ ❈♦♥❝❧✉-✐♦♥ ✶✺✾

●❡♥❡*❛❧ ❈♦♥❝❧✉&✐♦♥& ❛♥❞ B❡*&♣❡❝$✐✈❡& ✶✻✶

❆ ❆♥ ❡✣❝✐❡♥$ &❝❤❡♠❡ ❢♦* &❛♠♣❧✐♥❣ ❢❛&$ ❞②♥❛♠✐❝& ❛$ ❛ ❧♦✇ ❛✈❡*❛❣❡ ❞❛$❛

❛❝F✉✐&✐$✐♦♥ *❛$❡ ✶✼✸

✶ ■♥*+♦❞✉❝*✐♦♥

✷ ❆❝H✉✐-✐*✐♦♥ *✐♠❡ -❝❤❡♠❡

✸ ▼❛*❡+✐❛❧- ❛♥❞ ♠❡*❤♦❞-

✹ ❘❡-✉❧*- ❛♥❞ ❞✐-❝✉--✐♦♥

✺ ❈♦♥❝❧✉-✐♦♥-

❇ ❆ ♠♦❞❡❧ ❢♦* ❢❛✐❧✉*❡ ✐♥ $❤❡*♠♦♣❧❛&$✐❝ ❡❧❛&$♦♠❡*& ❜❛&❡❞ ♦♥ ❊②*✐♥❣ ❦✐✲

♥❡$✐❝& ❛♥❞ ♥❡$✇♦*❦ ❝♦♥♥❡❝$✐✈✐$② ✶✽✶

■ ■♥*+♦❞✉❝*✐♦♥

■■ ▼❛*❡+✐❛❧- ❛♥❞ ♠❡*❤♦❞-

■■■ ❊①♣❡+✐♠❡♥*❛❧ ♦❜-❡+✈❛*✐♦♥-

■❱ ❑✐♥❡*✐❝ ♠♦❞❡❧

❱ ❙✐♠✉❧❛*✐♦♥-

❱■ ❈♦♥❝❧✉-✐♦♥

❇✐❜❧✐♦❣*❛♣❤② ✶✾✼



❖✉✈❡$%✉$❡

▼♦"# ❝❤✐❧❞)❡♥ ❧❡❛)♥ ❡❛)❧② #❤❛# #❤✐♥❣" ❜)❡❛❦✱ ✇❤❡#❤❡) ✐# ✐" ❛ "#✐❝❦ ❡①❝❡""✐✈❡❧② ❜❡♥# ♦) ❛

❢❛✈♦)✐#❡ #♦② ❞)♦♣♣❡❞ ❢)♦♠ "✉✣❝✐❡♥# ❤❡✐❣❤#✳ ❙✉❝❤ ❡✈❡♥#" #❡❛❝❤ ✉" #❤❛# ✇❡ ❤❛✈❡ #♦ ♣)♦#❡❝#

♦✉) ❜❡❧♦♥❣✐♥❣" ❢)♦♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♦✈❡)❧♦❛❞ ✐❢ ✇❡ ✇❛♥# #♦ ❦❡❡♣ #❤❡♠ "❛❢❡✳ ◆❡✈❡)#❤❡❧❡""✱ ✐# ✐"

✇✐#❤ ♦✉) ❣)❡❛#❡"# ❞✐"❛♣♣♦✐♥#♠❡♥# #❤❛# ❢)♦♠ #✐♠❡ #♦ #✐♠❡ ✇❡ )❡❛❧✐③❡ #❤❛# ♦✉) ❡✛♦)#" ✇❡)❡

♥♦# ❡♥♦✉❣❤✿ ♣♦"#❡)" ♣✐♥♥❡❞ #♦ #❤❡ ✇❛❧❧ ❢❛❧❧ ❞♦✇♥ ✉♥❡①♣❡❝#❡❞❧② ❞❛②" ❛❢#❡) ✇❡ ❛❝❝✉)❛#❡❧②

✜①❡❞ #❤❡♠✱ ❛♥❞ #❤❡ ❝❛❜❧❡ ♦❢ ♦✉) ❧❛♣#♦♣ ❝❤❛)❣❡) ❣❡#" ❞❛♠❛❣❡❞ ❛❢#❡) ❜❡✐♥❣ ❜❡♥# "❡✈❡)❛❧

#✐♠❡"✳ ❨❡#✱ #❤❡ ♣♦"#❡) ❛♣♣❡❛)❡❞ #♦ ❜❡ ✇❡❧❧ ✜①❡❞ ❜❡❢♦)❡✱ ❛♥❞ #❤❡ ❝❛❜❧❡ ❝♦✉❧❞ "❛❢❡❧②

✇✐#❤"#❛♥❞ ❛ ❢❡✇ ❜❡♥❞✐♥❣ ❝②❝❧❡" ✇✐#❤♦✉# ❛♣♣❛)❡♥# ❞❛♠❛❣❡✳

❋❛✐❧✉)❡ ✐" #❤❡ #❡)♠ ❝♦♥✈❡♥#✐♦♥❛❧❧② ✉"❡❞ #♦ ✐♥❞✐❝❛#❡ #❤❛# "♦♠❡#❤✐♥❣ ❞♦❡" ♥♦# ✇♦)❦

❛♥②♠♦)❡ ❛" ✐# ✐" "✉♣♣♦"❡❞ #♦ ❞♦✳ ▼❛♥② ❧✐##❧❡ ❛♥♥♦②✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡" ❞❡♠♦♥"#)❛#❡ #❤❛# ❢❛✐❧✉)❡

✐" ✈❡)② ♦❢#❡♥ ✉♥❞❡"✐)❡❞✱ ✉♥❝♦♥#)♦❧❧❡❞ ❛♥❞ ✉♥♣)❡❞✐❝#❡❞✳ ❚❤✐" ✐" ❛❧❧ #❤❡ ♠♦)❡ #)✉❡ ❢♦)

❧❛)❣❡ "❝❛❧❡ ❝❛#❛"#)♦♣❤✐❝ ❡✈❡♥#"✱ ❧✐❦❡ #❤❡ ❝♦❧❧❛♣"❡ ♦❢ ❜)✐❞❣❡" ♦) ❞❛♠"✱ ❜✉# ❛❧"♦ ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧

❡✈❡♥#" ❧✐❦❡ "♥♦✇ ❛✈❛❧❛♥❝❤❡"✱ ❧❛♥❞"❧✐❞❡" ♦) ❡❛)#❤D✉❛❦❡"✳ ❲❤❡♥ "✉❝❤ ❡✈❡♥#" ❤❛♣♣❡♥✱ ❛❧❧ ♦❢

❛ "✉❞❞❡♥✱ #❤❡ D✉❡"#✐♦♥ #❤❛# ❡♠❡)❣❡" ✐"✿ ❲❤②❄ ❲❤✐❝❤ ♠❡❛♥"✿ ❋♦& ✇❤❛) &❡❛+♦♥❄ ❜✉# ❛❧"♦✿

❲❤② )❤❡♥✱ ♥♦) ❡❛&❧✐❡& ♥♦& ❧❛)❡&❄ ❆" ❛ ♠❛##❡) ♦❢ ❢❛❝#✱ ❜♦#❤ D✉❡"#✐♦♥" ❛)❡ ✉♥❛♥"✇❡)❡❞✱ ❛♥❞

"#✐❧❧ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ #❤❡ ♠✐♥❞ ♦❢ ♠❛♥② "❝✐❡♥#✐"#" ✇✐#❤ ✇✐❞❡❧② ❞✐✛❡)❡♥# ❜❛❝❦❣)♦✉♥❞"✱ ❢)♦♠ ❣❡♦❧♦❣②

❛♥❞ ❡♥❣✐♥❡❡)✐♥❣ #♦ ♣❤②"✐❝"✱ ❝❤❡♠✐"#)② ❛♥❞ ❜✐♦❧♦❣②✳ ❙✉)♣)✐"✐♥❣❧②✱ ♦) ♠❛②❜❡ ✉♥"✉)♣)✐"✐♥❣❧②✱

✐# #✉)♥" ♦✉# #❤❛# ✇❤❛# ✐" "♦ ❝♦♠♠♦♥ ✐♥ ♦✉) ❞❛✐❧② ❡①♣❡)✐❡♥❝❡ ✐" ❜❛"❡❞ ♦♥ ♣)♦❢♦✉♥❞ "❝✐❡♥❝❡

#❤❛# ✐" ♥♦# ②❡# ❢✉❧❧② ✉♥❞❡)"#♦♦❞✳

❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐#② ♦❢ ❢❛✐❧✉)❡ ♠❛✐♥❧② ❧✐❡" ✐♥ ✐#" ♠✉❧#✐"❝❛❧❡ ♥❛#✉)❡✿ ❛ ♠❛""✐✈❡ "♥♦✇ ❛✈❛❧❛♥❝❤❡

❛❧✇❛②" ❛)✐"❡" ❢)♦♠ #✐♥② ❝)❛❝❦" ❜❡#✇❡❡♥ "♥♦✇✢❛❦❡"✱ ❛♥❞ ✐#" ♦)✐❣✐♥ ❝❛♥♥♦# ❜❡ ❢✉❧❧② ✉♥❞❡)✲

"#♦♦❞ ✇✐#❤♦✉# #)❛❝✐♥❣ ❜❛❝❦ #♦ #❤❡♠✳ ❋✉)#❤❡)♠♦)❡✱ ❛❝❝❡""✐♥❣ #❤❡"❡ ♠✐❝)♦"❝♦♣✐❝ ❡✈❡♥#"

❢)♦♠ ✇❤✐❝❤ ❢❛✐❧✉)❡ ♦)✐❣✐♥❛#❡" ❤♦❧❞" #❤❡ ♣)♦♠✐"❡ ♦❢ ♣)♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ♠❡❛♥" ♦❢ ♣)❡❞✐❝#✐♥❣ #❤❡

❝♦❧❧❛♣"❡ ❜❡❢♦)❡ ✐#" ♦❝❝✉))❡♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ ♠♦"# ❝❛"❡" ❛♣♣❡❛)" ❢❛) #♦♦ ❞✐✣❝✉❧#✱ ✐❢ ♥♦# ✐♠✲

♣♦""✐❜❧❡✱ ♦♥❧② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛# ♠❛❝)♦"❝♦♣✐❝ ♦❜"❡)✈❛❜❧❡"✳ ❆♥② ♠❡❛"✉)❛❜❧❡ ❢❡❛#✉)❡ ❛♥#✐❝✐♣❛#✐♥❣

❢❛✐❧✉)❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐" #❤✉" ❡①♣❧♦✐#❛❜❧❡ ❢♦) ✐#" ♣)❡❞✐❝#✐♦♥✱ ✐" ❝❛❧❧❡❞ ❛ ♣)❡❝✉)"♦)✳ ❋❛✐❧✉)❡ ♣)❡❝✉)"♦)"

❞♦ ❡①✐"# ✭❢♦) ✐♥"#❛♥❝❡✱ ❛♥✐♠❛❧" ❜❡❤❛✈❡ ❞✐✛❡)❡♥#❧② ❜❡❢♦)❡ ❛♥ ❡❛)#❤D✉❛❦❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐❝❛#❡"

#❤❛# #❤❡② ❝❛♥ ❢❡❡❧ ✐# ❛♣♣)♦❛❝❤✐♥❣✮✱ ❜✉# ❞❡#❡❝#✐♥❣ #❤❡♠ ❛♥❞ )❡❝♦❣♥✐③✐♥❣ #❤❡♠ ✐♥ #❤❡✐) )♦❧❡

♦❢ ♣)❡❝✉)"♦)" ✐" ❡①#)❡♠❡❧② ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧❛✐♥" #❤❡ "❝❛)❝✐#② ♦❢ "✉❝❝❡""❢✉❧ ✇♦)❦"

✐♥ #❤✐" ✜❡❧❞ "♦ ❢❛)✳ ■♥ ❢❛❝#✱ ✐❢ ✐# ✐" ♥♦✇ )❡❝♦❣♥✐③❡❞ #❤❛# ♣✉)❡❧② ♠❛❝)♦"❝♦♣✐❝ ❛♣♣)♦❛❝❤❡"

❛)❡ ❞♦♦♠❡❞ #♦ ❢❛✐❧✱ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ♠❛❝)♦"❝♦♣✐❝ ❛♥❞ ♠✐❝)♦"❝♦♣✐❝ ✐♥✈❡"#✐❣❛#✐♦♥ ✐" "#✐❧❧ ❢❛) ❢)♦♠

#)✐✈✐❛❧✱ ❢♦) "❡✈❡)❛❧ )❡❛"♦♥" #❤❛# ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐"❝✉""❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣#❡) ✶✳

■♥ #❤✐" ✇♦)❦ ✇❡ ♣)❡"❡♥# ♦♥❡ ♦❢ #❤❡ ✜)"# "✉❝❝❡""❢✉❧ ❛##❡♠♣#" #♦ ♠❡❛"✉)❡ ♠✐❝)♦"❝♦♣✐❝

❢❛✐❧✉)❡ ♣)❡❝✉)"♦)" ✐♥ ♠♦❞❡❧ "♦❢# "♦❧✐❞"✳ ❍❡)❡✱ ♠✐❝)♦"❝♦♣✐❝ ♣❧❛"#✐❝✐#② ✉♥❞❡) "❤❡❛) ✐" ♦❜"❡)✈❡❞

✉"✐♥❣ ❛ ♥♦✈❡❧ "❡#✉♣✱ ♣)❡"❡♥#❡❞ ✐♥ ♣❛)# ■✱ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛ ❝✉"#♦♠✲♠❛❞❡ "#)❡"" ❝♦♥#)♦❧❧❡❞ "❤❡❛)

❝❡❧❧ #♦ "♠❛❧❧ ❛♥❣❧❡ "#❛#✐❝ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ ❧✐❣❤# "❝❛##❡)✐♥❣✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ )❡"✉❧#" ❝♦♠❡ ❢)♦♠ #❤❡

"#✉❞② ♦❢ ❛ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ❣❡❧✱ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐"❝✉""❡❞ ✐♥ ♣❛)# ■■✱ ✇❤❡)❡❛" ✐♥ ♣❛)# ■■■ #❤❡ ❣❡♥❡)❛❧✐#②

♦❢ #❤♦"❡ )❡"✉❧#" ✐" ❡①❛♠✐♥❡❞ ❜② ❝♦♠♣❛)✐♥❣ #❤❡♠ ✇✐#❤ ❛ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ❣❧❛""✳





❈❤❛♣$❡& ✶

▼♦"✐✈❛"✐♦♥ ❛♥❞ ❙"❛"❡ ♦❢ ❆,"

❈♦♥#❡♥#%

✶✳✶ ❖❜❥❡❝'✐✈❡*✱ ♦-✐❣✐♥❛❧✐'② ❛♥❞ ♥♦✈❡❧'② ✸

✶✳✶✳✶ ▼❛'❡-✐❛❧ ❢❛✐❧✉-❡ ✐♥ ♦✉- ❡✈❡-②❞❛② ❧✐❢❡ ✸

✶✳✶✳✷ ❋❛✐❧✉-❡ ✐♥ *♦❢' ♠❛'❡-✐❛❧* ✺

✶✳✶✳✸ ❑❡② =✉❡*'✐♦♥* ✻

✶✳✶✳✹ ❈❤❛❧❧❡♥❣❡* ✾

✶✳✷ ❍✐*'♦-✐❝❛❧ ❡①❝✉-*✉* ✶✶

✶✳✸ ❙'❛'❡ ♦❢ '❤❡ ❛-' ✶✺

✶✳✸✳✶ ❙'❡❛❞②✲-❛'❡ ❡①♣❡-✐♠❡♥'* ✶✺

✶✳✸✳✷ ❈-❡❡♣ ❡①♣❡-✐♠❡♥'* ✷✵

✶✳✸✳✸ ❉②♥❛♠✐❝ ❢❛'✐❣✉❡ '❡*' ✸✷

✶✳✸✳✹ ❈♦♥❝❧✉*✐♦♥ ✹✺

✶✳✹ ❖✉'❧✐♥❡ ♦❢ '❤❡ '❤❡*✐* ✹✻

✶✳✶ ❖❜❥❡❝'✐✈❡*✱ ♦-✐❣✐♥❛❧✐'② ❛♥❞ ♥♦✈❡❧'②

✶✳✶✳✶ ▼❛#❡*✐❛❧ ❢❛✐❧✉*❡ ✐♥ ♦✉* ❡✈❡*②❞❛② ❧✐❢❡

▼❛"❡$✐❛❧ ❢❛✐❧✉$❡ ✐) ✉❜✐+✉✐"♦✉) ♦♥ ❧❡♥❣"❤ )❝❛❧❡) $❛♥❣✐♥❣ ❢$♦♠ ❛ ❢❡✇ ♥❛♥♦♠❡"❡$)✱ ❛)

✐♥ ❢$❛❝"✉$❡ ♦❢ ❛"♦♠✐❝ ♦$ ♠♦❧❡❝✉❧❛$ )②)"❡♠) ❬❲❡✐❜✉❧❧ ✶✾✸✾✱ ❈;❧❛$✐; ✷✵✵✸❪ ✉♣ "♦ ❣❡♦❧♦❣✐✲

❝❛❧ )❝❛❧❡)✱ ❛) ✐♥ ❡❛$"❤+✉❛❦❡) ❬▼②❡$) ✷✵✵✶✱ ❇❡♥✲❩✐♦♥ ✷✵✵✽❪✳ ❲❤✐❧❡ )♦♠❡ ❛""❡♠♣") ❤❛✈❡

❜❡❡♥ ♠❛❞❡ "♦ ❤❛$♥❡)) ❢❛✐❧✉$❡✱ ❡✳❣✳ ✐♥ ♦$❞❡$ "♦ ♣$♦❞✉❝❡ ♥❡✇ ♠❛"❡$✐❛❧) ✇✐"❤ ❛ ✇❡❧❧ ❝♦♥✲

"$♦❧❧❡❞ ♣❛""❡$♥✐♥❣ ❬◆❛♠ ✷✵✶✷❪✱ ♠❛"❡$✐❛❧ ❢❛✐❧✉$❡ $❡♠❛✐♥) ✐♥ ❣❡♥❡$❛❧ ❛♥ ✉♥✇❛♥"❡❞✱ ✉♥❝♦♥✲

"$♦❧❧❡❞ ❛♥❞ ✉♥♣$❡❞✐❝"❛❜❧❡ ♣$♦❝❡))✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛ ❜❡""❡$ ❝♦♥"$♦❧ ♦❢ "❤❡ ❝♦♥❞✐"✐♦♥) ✉♥❞❡$ ✇❤✐❝❤

♠❛"❡$✐❛❧ ❢❛✐❧✉$❡ ♠❛② ♦$ ♠❛② ♥♦" ♦❝❝✉$ ❛♥❞ "❤❡ ❞❡"❡❝"✐♦♥ ♦❢ ❛♥② ♣$❡❝✉$)♦$) "❤❛" ♠❛②

♣♦✐♥" "♦ ✐♥❝✐♣✐❡♥" ❢❛✐❧✉$❡ ❛$❡ "❤❡ ❍♦❧② ●$❛✐❧ ✐♥ ♠❛♥② ❞✐)❝✐♣❧✐♥❡)✱ ❢$♦♠ ♠❛"❡$✐❛❧ )❝✐❡♥❝❡

❬❆♠♦♥ ✷✵✶✸✱ ●✉❛$✐♥♦ ✷✵✵✷✱ M$❛❞❤❛♥ ✷✵✵✺✱ ❱✐♥♦❣$❛❞♦✈ ✷✵✶✷✱ ❑♦✐✈✐)"♦ ✷✵✶✻❪ ❛♥❞ ❜✐♦❧♦❣②

❬❇❡❧❧ ✶✾✼✽✱ ❊$❞♠❛♥♥ ✷✵✵✹✱ ❇✉❡❤❧❡$ ✷✵✵✾✱ ●♦❜❡❛✉① ✷✵✶✵❪ "♦ ❡♥❣✐♥❡❡$✐♥❣ ❬❇❛③❛♥" ✶✾✾✶❪ ❛♥❞

❣❡♦❧♦❣② ❬❏♦♥❡) ✶✾✼✾✱ ❙♦♠♠❡$❢❡❧❞ ✶✾✽✷✱ ❙✇❛♥)♦♥ ✶✾✽✸✱ ❙♦♠♠❡$❢❡❧❞ ✶✾✽✸✱ ❱♦✐❣❤" ✶✾✽✽✱



✹ ❈❤❛♣%❡' ✶✳ ▼♦%✐✈❛%✐♦♥ ❛♥❞ ❙%❛%❡ ♦❢ ❆'%

▼❝●✉✐%❡ ✷✵✵✺✱ ❲✉ ✷✵✵✻✱ ❆♥❝❡② ✷✵✵✼✱ ❉✉♣✉3❡❧ ✷✵✵✾✱ ❱❛♥ ❍❡%✇✐❥♥❡♥ ✷✵✶✶❛✱ ❱❛♥ ❍❡%✇✐❥✲

♥❡♥ ✷✵✶✶❜✱ ❑❛3♦ ✷✵✶✷✱ ❏♦❤♥B♦♥ ✷✵✶✸✱ ❇♦✉❝❤♦♥ ✷✵✶✸✱ ❑%♦♠❡% ✷✵✶✺✱ ❆❣✐♦✉3❛♥3✐B ✷✵✶✻❪

❋❛✐❧✉%❡ ♠❛② ♦❝❝✉% ❛❧♠♦B3 ✐♥B3❛♥3❛♥❡♦✉B❧②✱ ❛B ❛ ❝♦♥B❡I✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ✐♠♣✉❧B✐✈❡ ❧♦❛❞

❬❋✐❡❧❞ ✷✵✵✹❪✿ ✐♥ 3❤✐B ❝❛B❡ 3❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥3❡%❡B3 3②♣✐❝❛❧❧② ❝♦♥B✐B3B ✐♥ ❡✈❛❧✉❛3✐♥❣ 3❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❛B ❛

❢✉♥❝3✐♦♥ ♦❢ ✐♠♣❛❝3 B♣❡❡❞ ❛♥❞ ❡♥❡%❣② ❬❘✐❝❤❛%❞B♦♥ ✶✾✾✻✱ ❈❛♠❛❝❤♦ ✶✾✾✻✱ ❇❛❧❧ ✶✾✾✾❪✳ ❖❢3❡♥✱

❤♦✇❡✈❡%✱ ✐3 ♠❛♥✐❢❡B3B ✐3B❡❧❢ ✐♥ ♠♦%❡ ❡❧✉B✐✈❡ ✇❛②B✱ ❛B ✐♥ 3❤❡ B✉❞❞❡♥✱ ❝❛3❛B3%♦♣❤✐❝ ❜%❡❛❦✲

❛❣❡ ♦❢ ❛ ♠❛3❡%✐❛❧ B✉❜♠✐33❡❞ 3♦ ❛ ❝♦♥B3❛♥3 ♦% ❝②❝❧✐❝ ❧♦❛❞✱ ✇❤❡%❡ ❢❛✐❧✉%❡ ♠❛② ❜❡ ♣%❡❝❡❞❡❞

❜② ❛ ❧♦♥❣ ✐♥❞✉❝3✐♦♥ 3✐♠❡ ✇✐3❤ ❧✐33❧❡ ✐❢ ❛♥② ♣%❡❝✉%B♦% B✐❣♥B ♦❢ ✇❡❛❦❡♥✐♥❣ ❬❇❛BI✉✐♥ ✶✾✶✵✱

❆♥❞%❛❞❡ ✶✾✶✵❪✳ ■♥ 3❤❡ ❧❛33❡% ❝❛B❡✱ B♦♠❡3✐♠❡B %❡❢❡%%❡❞ 3♦ ❛B ❞②♥❛♠✐❝ ❢❛3✐❣✉❡ ❢❛✐❧✉%❡

❬❑❛❤♥ ✷✵✵✹❪✱ ♦♥❡ ❤❛B 3❤❡ ♣♦BB✐❜✐❧✐3② 3♦ ♠♦♥✐3♦% 3❤❡ B3%♦❜♦B❝♦♣✐❝ ❡✈♦❧✉3✐♦♥ ♦❢ ♠✐❝%♦

3♦ ♠❡B♦B❝♦♣✐❝ ❞❛♠❛❣❡ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❜❡❢♦%❡ ♠❛❝%♦B❝♦♣✐❝ ❢❛✐❧✉%❡ ❬❊✇❛%3 ✶✾✽✻✱ X❛3%❛ ✷✵✶✻❪✱

✇❤❡%❡❛B B✉❝❤ ❛ ❞❡3❡❝3✐♦♥ ✐B ♠✉❝❤ ♠♦%❡ ❞❡❧✐❝❛3❡ ✐♥ 3❤❡ ❢♦%♠❡% ❝❛B❡✳

❉❡❧❛②❡❞ ❢❛✐❧✉%❡ ✉♥❞❡% ❛ ❝♦♥B3❛♥3 ❧♦❛❞ ❤❛B ❜❡❡♥ %❡♣♦%3❡❞ ✐♥ ❛ ✇✐❞❡ B♣❡❝3%✉♠ ♦❢ ♣❤❡✲

♥♦♠❡♥❛✱ ❢%♦♠ ❧❛%❣❡ B❝❛❧❡B B②B3❡♠B B✉❝❤ ❛B ❡❛%3❤I✉❛❦❡B ❬▲♦❝❦♥❡% ✷✵✵✷✱

✠

❖♥❛❦❛ ✷✵✶✸❪✱

%♦❝❦ B❧✐❞✐♥❣ ❬❑%♦♠❡% ✷✵✶✺❪✱ B♥♦✇ ❛✈❛❧❛♥❝❤❡B✱ ❬❘❡✐✇❡❣❡% ✷✵✶✵❪ ❛♥❞ B3%✉❝3✉%❛❧ ♠❛3❡%✐❛❧B

❬❇❛③❛♥3 ✶✾✾✶✱ ▼❛❡❦❛✇❛ ✷✵✶✻❪ 3♦ B♠❛❧❧ B❝❛❧❡ ♦♥❡B B✉❝❤ ❛B ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❛3❡%✐❛❧B ❬❇❡❧❧ ✶✾✼✽✱

❊%❞♠❛♥♥ ✷✵✵✹✱ ●♦❜❡❛✉① ✷✵✶✵❪ %❡❧❡✈❛♥3 3♦ ❜✐♦❡♥❣✐♥❡❡%✐♥❣ ❬❆♥✇❛% ✷✵✵✾❪✳ ❖3❤❡% ❡①❛♠✲

♣❧❡B ✐♥❝❧✉❞❡ ❝%②B3❛❧❧✐♥❡ ❬X♦✐%✐❡% ✶✾✽✺❪ B♦❧✐❞B ❧✐❦❡ ♠❡3❛❧B ❬❚%♦✐❛♥♦ ✶✾✺✾✱ ◆❛❦❛B❛3♦ ✶✾✽✵✱

●♦❧✉❜ ✷✵✵✸❪✱ ✐❝❡ ❬❆B❤❜② ✶✾✽✺✱ ❙✐♥❤❛ ✶✾✽✽❪ ♦% ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ♣♦❧②❝%②B3❛❧B ❬❇❛✉❡% ✷✵✵✻❪✱ ❛B ✇❡❧❧ ❛B

❝♦♠♣♦B✐3❡ ♠❛3❡%✐❛❧B B✉❝❤ ❛B ✇♦♦❞ ❬●✉❛%✐♥♦ ✷✵✵✷❪✱ ♣❛♣❡% ❬❑♦✐✈✐B3♦ ✷✵✶✻❪ ♦% B②♥3❤❡3✐❝ ✜❜❡%B

❬◆❡❝❤❛❞ ✷✵✵✺❜❪✱ ❛♥❞ ❛♠♦%♣❤♦✉B B②B3❡♠B ❬X%❡B3♦♥ ✶✾✹✷✱ ●✉%♥❡② ✶✾✹✼✱ ❆♦❦✐ ✶✾✽✵❪✱ ✐♥❝❧✉❞✲

✐♥❣ ✈✐B❝♦❡❧❛B3✐❝ B♦❢3 ♠❛3❡%✐❛❧B ❬●♦♣❛❧❛❦%✐B❤♥❛♥ ✷✵✵✼✱ ●✐❜❛✉❞ ✷✵✶✵✱ ❉✐✈♦✉① ✷✵✶✶✱ ❙✐❡❜❡♥✲

❜a%❣❡% ✷✵✶✷✱ ●%❡♥❛%❞ ✷✵✶✹✱ ❙❡♥3❥❛❜%B❦❛❥❛ ✷✵✶✺❪✱ B✉❝❤ ❛B ❛❞❤❡B✐✈❡B ❬❙❛♥❝❛❦3❛% ✶✾✽✺❪ ❛♥❞

♥❡3✇♦%❦✲❢♦%♠✐♥❣ ♠❛3❡%✐❛❧B ❬❇♦♥♥ ✶✾✾✽✱ X♦♦♥ ✶✾✾✾✱ ❙❦%③❡B③❡✇B❦❛ ✷✵✶✵✱ ❙♣%❛❦❡❧ ✷✵✶✶✱

▲❡♦❝♠❛❝❤ ✷✵✶✹❪✳

❚❤❡ ✇✐❞❡B♣%❡❛❞ ♦❝❝✉%%❡♥❝❡ ♦❢ ❞❡❧❛②❡❞ ❢❛✐❧✉%❡ %❡♣%❡B❡♥3B ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❢♦% 3❤❡ ❞✉%❛❜✐❧✐3②

♦❢ ♦❜❥❡❝3B ❛♥❞ B3%✉❝3✉%❡B✱ ❛ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ♣%♦❜❧❡♠ ✐♥ ❝✐✈✐❧ ❡♥❣✐♥❡❡%✐♥❣ ❬❇❛③❛♥3 ✶✾✾✶❪✳ ■♥

♦%❞❡% 3♦ ❞❡B✐❣♥ ❞✉%❛❜❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛3✐♦♥B✱ B3%✉❝3✉%❛❧ ♣❛%❛♠❡3❡%B ❤❛✈❡ 3♦ ❜❡ ♦♣3✐♠✐③❡❞✱ ✇❤✐❝❤

%❡I✉✐%❡B ❝♦♥3%♦❧ ♦❢ 3❤❡ ♠❛3❡%✐❛❧ ❧✐❢❡3✐♠❡ ✉♥❞❡% %❡❛❧✐B3✐❝ ❝♦♥❞✐3✐♦♥B✳ ❈♦♥✈❡%B❡❧②✱ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡

❛❜♦✉3 3❤❡ B3%❡BB %❡I✉✐%❡❞ 3♦ 3%✐❣❣❡% ❢❛✐❧✉%❡ ❛♥❞ ✢♦✇ ✐B %❡❧❡✈❛♥3 ✐♥ ♦3❤❡% ❛♣♣❧✐❝❛3✐♦♥B✱ ❢%♦♠

✐♥❞✉B3%✐❛❧ ♣%♦❝❡BB✐♥❣ 3♦ ♦✐❧ ❡①3%❛❝3✐♦♥ ❛♥❞ 3%❛♥B♣♦%3❛3✐♦♥✱ ✇❤❡%❡ ❡♥❣✐♥❡❡%B ❢❛❝❡ 3❤❡ ✇❡❧❧

❦♥♦✇♥ ♣%♦❜❧❡♠ ♦❢ ♣✐♣❡ ❝❧♦❣❣✐♥❣ ❬❩✉%✐❣✉❡❧ ✷✵✶✺✱ ❱❛♥ ❞❡ ▲❛❛% ✷✵✶✻✱ ❑♦✐✈✐B3♦ ✷✵✶✻❪✳ ❚❤❛♥❦B

3♦ 3❤❡ ♣♦✇❡% ♦❢ ♠♦❞❡%♥ B✐♠✉❧❛3✐♦♥ B❝❤❡♠❡B✱ ♥♦✇❛❞❛②B B✉❝❤ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❝❛♥ ♦❢3❡♥ ❜❡

❝♦♥B✐❞❡%❡❞ B❛3✐B❢❛❝3♦%② ❢♦% ❛♣♣❧✐❝❛3✐♦♥B✱ ❜✉3 ✐3 %❡♠❛✐♥B ❡BB❡♥3✐❛❧❧② ❡♠♣✐%✐❝❛❧ ❛♥❞ B②B3❡♠✲

B♣❡❝✐✜❝✿ ♠✉❝❤ B3✐❧❧ ❤❛B 3♦ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ ♦%❞❡% 3♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ✉♥✐3❛%② ❞❡B❝%✐♣3✐♦♥ ♦❢ 3❤♦B❡

♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳

❆3 3❤❡ B❛♠❡ 3✐♠❡✱ ❞✐❛❣♥♦B✐B ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❢❛✉❧3B ♦♥ ❡①✐B3✐♥❣ B3%✉❝3✉%❡B ✐B %❡I✉✐%❡❞ ✐♥

♦%❞❡% 3♦ ❛BB✉%❡ ♣%♦♣❡% ♠❛✐♥3❡♥❛♥❝❡ ❬❈♦❧❧❛❝♦33 ✶✾✼✼❪✳ ❚❤✐B ✐B ❡①3%❡♠❡❧② ✐♠♣♦%3❛♥3 ♥♦3

♦♥❧② ✐♥ ❝✐✈✐❧ ❡♥❣✐♥❡❡%✐♥❣✱ ✇❤❡%❡ 3❤❡ ❝❛3❛B3%♦♣❤✐❝ ❝♦❧❧❛♣B❡ ♦❢ ❜%✐❞❣❡B✱ ❞❛♠B ♦% ❜✉✐❧❞✐♥❣B

B3✐❧❧ %❡♣%❡B❡♥3B ❛ %❡❧❡✈❛♥3 ♦%✐❣✐♥ ♦❢ ❝❛B✉❛❧3✐❡B✱ ❜✉3 ❛❧B♦ ✐♥ 3❤❡ 3%❛♥B♣♦%3❛3✐♦♥ ✐♥❞✉B3%②✱

❛B ✐♥ %❛✐❧✇❛② ♠❛✐♥3❡♥❛♥❝❡ ♦% ✐♥ ❛✐%❝%❛❢3 ✐♥❞✉B3%②✱ ✇❤❡%❡ ♠❛✐♥3❡♥❛♥❝❡ ✐B ❞❡❧✐❝❛3❡ ❛♥❞

❡①♣❡♥B✐✈❡✳ ❆B ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ♠♦%❡ 3❤❛♥ 60% ♦❢ 3❤❡ 3♦3❛❧ ♦✇♥❡%B❤✐♣ ❝♦B3B ❢♦% ❯❙ ❛✈✐❛3✐♦♥



✶✳✶✳ ❖❜❥❡❝'✐✈❡*✱ ♦-✐❣✐♥❛❧✐'② ❛♥❞ ♥♦✈❡❧'② ✺

❛!❡ !❡♣!❡$❡♥&❡❞ ❜② ❛✐!❝!❛❢& ♠❛✐♥&❡♥❛♥❝❡✱ ❞✉❡ &♦ ✐♥❡✣❝✐❡♥& ❈♦♥❞✐&✐♦♥ ❇❛$❡❞ ▼❛✐♥&❡♥❛♥❝❡

✭❈❇▼✮ $②$&❡♠ ❬❇❡❧❧ ✷✵✵✽❪✳

❖♥ ❛ $&✐❧❧ ❧❛!❣❡! $❝❛❧❡✱ &❤❡ ❞❡&❡❝&✐♦♥ ♦❢ ♣!❡❝✉!$♦!$ ♦❢ ❝❛&❛$&!♦♣❤✐❝ ❡✈❡♥&$ $✉❝❤ ❛$

❡❛!&❤B✉❛❦❡$✱ !♦❝❦$❧✐❞❡$✱ ❧❛♥❞$❧✐❞❡$✱ $♥♦✇ ❛✈❛❧❛♥❝❤❡$ ♦! ✈♦❧❝❛♥♦ ❡!✉♣&✐♦♥$ ✐$ ❝❡!&❛✐♥❧② ♦❢

♣❛!❛♠♦✉♥& ✐♠♣♦!&❛♥❝❡ ❢♦! ♠❛♥② $❡❧❢✲❡✈✐❞❡♥& $♦❝✐❛❧✱ ❡❝♦♥♦♠✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡♥✈✐!♦♥♠❡♥&❛❧ !❡❛✲

$♦♥$✳ ■& ❤❛$ ❜❡❡♥ ❛!❣✉❡❞ ❬❙♦♠♠❡!❢❡❧❞ ✶✾✽✷✱ ❱♦✐❣❤& ✶✾✽✽✱ ❇♦✉❝❤♦♥ ✷✵✶✸✱ ❑!♦♠❡! ✷✵✶✺❪

&❤❛& &❤✐$ ♣!❡❞✐❝&✐♦♥ ♠✐❣❤& ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞✱ ❛♥❞ ✐♥❞❡❡❞ ✐♥ ✶✾✼✺ &❤❡ ❈❤✐♥❡$❡ ❙❡✐$♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❇✉✲

!❡❛✉ $✉❝❝❡$$❢✉❧❧② ♣!❡❞✐❝&❡❞ ❛ ♠❛❣♥✐&✉❞❡ ✼✳✸ ❡❛!&❤B✉❛❦❡ ❬❏♦♥❡$ ✶✾✼✾❪✳ ❍♦✇❡✈❡!✱ ❞❡$♣✐&❡

&❤❡ ♦♣&✐♠✐$&✐❝ ✇❛✈❡ ❣❡♥❡!❛&❡❞ ❜② $✉❝❤ $✉❝❝❡$$❢✉❧ ♣!❡❞✐❝&✐♦♥✱ &♦ &❤❡ ❜❡$& ♦❢ ♦✉! ❦♥♦✇❧✲

❡❞❣❡ &❤✐$ !❡♠❛✐♥$ &❤❡ ♦♥❧② ❞♦❝✉♠❡♥&❡❞ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛❧&❤♦✉❣❤ ❛ ♣♦#$❡&✐♦&✐ ❛♥❛❧②$❡$ ❝♦✉❧❞

✐♥ $♦♠❡ ❝❛$❡$ ✐❞❡♥&✐❢② ❞❡&❡❝&❛❜❧❡ ♣!❡❝✉!$♦!$ ❬▼❝●✉✐!❡ ✷✵✵✺✱ ❉✉♣✉&❡❧ ✷✵✵✾✱ ❱❛♥ ❍❡!✇✐❥✲

♥❡♥ ✷✵✶✶❜✱ ❑❛&♦ ✷✵✶✷❪✳

✶✳✶✳✷ ❋❛✐❧✉(❡ ✐♥ +♦❢. ♠❛.❡(✐❛❧+

❇❡❝❛✉$❡ ♦❢ &❤❡ ♦✉&$&❛♥❞✐♥❣ !❡❧❡✈❛♥❝❡ ❢♦! ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥$ ❛♥❞ ✐&$ ✐♥&❡!❡$& ❢!♦♠ ❛

❢✉♥❞❛♠❡♥&❛❧ ♣♦✐♥& ♦❢ ✈✐❡✇✱ ♠❛&❡!✐❛❧ ❢❛✐❧✉!❡ !❡♣!❡$❡♥&$ ❛ ✈❡!② ❛❝&✐✈❡ ✜❡❧❞ ♦❢ !❡$❡❛!❝❤✱ ✇❤✐❝❤

❤❛$ &❤❡ ✐♥&❡!❡$&✐♥❣ ❢❡❛&✉!❡ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ♠✉❧&✐❞✐$❝✐♣❧✐♥❛!②✱ ❛!♦✉$✐♥❣ &❤❡ ❝✉!✐♦$✐&② ♦❢ !❡$❡❛!❝❤❡!$

✇✐&❤ ✇✐❞❡❧② ❞✐✛❡!❡♥& ❜❛❝❦❣!♦✉♥❞$✳

■♥ ♣❛!&✐❝✉❧❛!✱ ♠❛&❡!✐❛❧ ❢❛✐❧✉!❡ ✐$ !❡❧❡✈❛♥& &♦ $♦❢& ♠❛&&❡! ♣❤②$✐❝$✱ ✇❤❡!❡ &❤❡ &②♣✐❝❛❧ ❡♥✲

❡!❣② $❝❛❧❡ ❣♦✈❡!♥✐♥❣ ✐♥&❡!❛❝&✐♦♥$ ❜❡&✇❡❡♥ ♣❛!&✐❝❧❡$ ✐$ ♦❢ &❤❡ ♦!❞❡! ♦❢ &❤❡!♠❛❧ ❡♥❡!❣②✿ ❢♦!

&❤✐$ !❡❛$♦♥✱ $♦❢& ♠❛&❡!✐❛❧$ ❛!❡ ❣❡♥❡!❛❧❧② ❝❤❛!❛❝&❡!✐③❡❞ ❜② ❧❛!❣❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ $✉$❝❡♣&✐❜✐❧✐&✐❡$✱

❛♥❞ &❤❡② !❡$♣♦♥❞ &♦ $♠❛❧❧ ♦! ♠♦❞❡!❛&❡ $&!❡$$❡$ ✇✐&❤ ❧❛!❣❡ ❞❡❢♦!♠❛&✐♦♥$✱ ♦❢&❡♥ ❞✐$♣❧❛②✲

✐♥❣ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❛♥❞ ❢❛✐❧✉!❡ ✉♥❞❡! ❛ $✉✐&❛❜❧❡ !❛♥❣❡ ♦❢ ❛♣♣❧✐❡❞ $&!❡$$❡$✳ ❚②♣✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡$

✐♥❝❧✉❞❡ ❡♠✉❧$✐♦♥$ ❬▲✐✉ ✶✾✾✻✱ ▼❛$♦♥ ✶✾✾✻❪✱ ❢♦❛♠$ ❬❑❛❜❧❛ ✷✵✵✼✱ ❈♦❤❡♥✲❆❞❞❛❞ ✷✵✶✸✱ ❉♦❧✲

❧❡& ✷✵✶✹❪✱ ♣♦❧②♠❡( ❣❡❧* ❬❇♦♥♥ ✶✾✾✽✱ ❇❛✉♠❜❡(❣❡( ✷✵✵✻✱ ❙❦(③❡*③❡✇*❦❛ ✷✵✶✵✱ ❑❛(♦❜✐ ✷✵✶✻❪✱

❛♥❞ *✉*♣❡♥*✐♦♥* ♦❢ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ♣❛(@✐❝❧❡*✱ A✉❡♥❝❤❡❞ ♦✉@ ♦❢ ❡A✉✐❧✐❜(✐✉♠ ❜❡❝❛✉*❡ ♦❢ ❝(♦✇❞✲

✐♥❣ ❬❙✐❡❜❡♥❜D(❣❡( ✷✵✶✷✱ ❙❡♥@❥❛❜(*❦❛❥❛ ✷✵✶✺❪ ♦( ♦❢ @❤❡ ♣(❡*❡♥❝❡ ♦❢ ❛@@(❛❝@✐✈❡ ✐♥@❡(❛❝@✐♦♥*

❬H♦♦♥ ✶✾✾✾✱ ●♦♣❛❧❛❦(✐*❤♥❛♥ ✷✵✵✼✱ ●✐❜❛✉❞ ✷✵✶✵✱ ❙♣(❛❦❡❧ ✷✵✶✶✱ ●(❡♥❛(❞ ✷✵✶✹❪✳

❇❡❝❛✉*❡ ♦❢ ✐@* ✇✐❞❡*♣(❡❛❞ ♦❝❝✉((❡♥❝❡✱ ❢❛✐❧✉(❡ ✐♥ *♦❢@ ♠❛@❡(✐❛❧* ❤❛* *@(♦♥❣ ✐♠♣❧✐❝❛✲

@✐♦♥* ❢♦( ♠❛♥② ❡✈❡(②❞❛② ❧✐❢❡ ❛♥❞ ✐♥❞✉*@(✐❛❧❧② (❡❧❡✈❛♥@ ♣(♦❜❧❡♠*✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ @❤❡ ♣(♦❝❡**✐♥❣

♦❢ ❢♦♦❞ ❬❱❛♥ ❱❧✐❡@ ✷✵✶✸❪✱ *✉❝❤ ❛* ❣❧✉@❡♥ ❬◆❣ ✷✵✵✽❪✱ *@❛(❝❤ ❬❱❧✐❡@ ✶✾✾✺❪✱ ❞♦✉❣❤ ❬▼♦(✲

❡✐(❛ ✷✵✶✶❪✱ ❣❡❧❛@✐♥❡ ❬▼❝❊✈♦② ✶✾✽✺✱ ●(♦♦@ ✶✾✾✻❪✱ @❤✐❝❦❡♥❡(* ❬▼❛ ✶✾✾✻✱ ❏❛✐*❤❛♥❦❛( ✷✵✶✹❪✱

②♦❣✉(@ ❬▲❡♦❝♠❛❝❤ ✷✵✶✹❪✱ ❛♥❞ ❝❤❡❡*❡ ❬❋❛❜❡( ✷✵✶✼❜❪✱ ♦( ❜✐♦♠❛@❡(✐❛❧*✱ *✉❝❤ ❛* ❧✐✈✐♥❣ ❝❡❧❧*

❬❉❡*♣(❛@ ✷✵✵✺✱ ❑♦❧❧♠❛♥♥*❜❡(❣❡( ✷✵✶✶❪✱ @✐**✉❡* ❬❇❡❧❧ ✶✾✼✽❪✱ ❜✐♦♣♦❧②♠❡( ♥❡@✇♦(❦* ❬❲❛❣✲

♥❡( ✷✵✵✻✱ ❏❛♥♠❡② ✷✵✵✼✱ ●♦❜❡❛✉① ✷✵✶✵❪ ♦( ♣(♦@❡✐♥ ❛**❡♠❜❧✐❡* ❬▲✐✉ ✷✵✵✼✱ ▲✐❡❧❡❣ ✷✵✶✵✱ ❇(❡♥✲

♥❡( ✷✵✶✸❪✳

❙♦❢@ ♠❛@❡(✐❛❧* ❛(❡ ❡①❝❡❧❧❡♥@ *②*@❡♠* @♦ ✐♥✈❡*@✐❣❛@❡ ♠❛@❡(✐❛❧ ❢❛✐❧✉(❡✱ ❜❡❝❛✉*❡ @❤❡✐( ❝❤❛(✲

❛❝@❡(✐*@✐❝ @✐♠❡ ❛♥❞ ❧❡♥❣@❤ *❝❛❧❡* ❛(❡ ♠♦(❡ (❡❛❞✐❧② ❛❝❝❡**✐❜❧❡ @♦ ❡①♣❡(✐♠❡♥@* ❛* ❝♦♠♣❛(❡❞

@♦ @❤♦*❡ ♦❢ ❛@♦♠✐❝ *②*@❡♠*✿ @❤✐* ♦♣❡♥* @❤❡ ✇❛② @♦ ❛ ❞❡@❛✐❧❡❞ *@(✉❝@✉(❛❧ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝❛❧

❝❤❛(❛❝@❡(✐③❛@✐♦♥ ❜♦@❤ ❜❡❢♦(❡ ❛♥❞ ❛❢@❡( ❢❛✐❧✉(❡ ♦❝❝✉(*✳ ▼♦(❡♦✈❡(✱ ❛ ❧❛(❣❡ ✈❛(✐❡@② ♦❢ *♦❢@ *②*✲



✻ ❈❤❛♣%❡' ✶✳ ▼♦%✐✈❛%✐♦♥ ❛♥❞ ❙%❛%❡ ♦❢ ❆'%

 ❡♠# ✇✐ ❤ ❛ ✇✐❞❡ #♣❡❝ +✉♠ ♦❢ ✐♥ ❡+❛❝ ✐♦♥# ❛♥❞ # +✉❝ ✉+❛❧ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❝❤❛+❛❝ ❡+✐# ✐❝#

❛+❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱  ❤✉# ❛❧❧♦✇✐♥❣ ♦♥❡  ♦ ♣✐♥♣♦✐♥  ❤❡ ❦❡② ♣❛+❛♠❡ ❡+# ❝♦♥ +♦❧❧✐♥❣  ❤❡ ♦❜#❡+✈❡❞

♣❤❡♥♦♠❡♥❛✱ ♣♦##✐❜❧② ✉♥✈❡✐❧✐♥❣ ❣❡♥❡+❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦+#✳ ❋♦+  ❤❡#❡ +❡❛#♦♥#✱  ❤❡ ❡♠❡+❣✐♥❣ ❛♥❛❧♦✲

❣✐❡# ❜❡ ✇❡❡♥ #♦❢ ❛♥❞ ❤❛+❞ ♠❛ ❡+✐❛❧# ❬❙❝❤♠♦❧❧❡+ ✷✵✶✸✱ ❑❡#❤❛✈❛+③ ✷✵✶✼❪ ♠❛❦❡ #♦❢ ♠❛ ❡+✐❛❧#

❛♥ ✐❞❡❛❧ ❜❡♥❝❤♠❛+❦  ♦ ✐♥✈❡# ✐❣❛ ❡ ❤♦✇ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ # +❡## ✐♠♣❛❝ # ❝♦♥❞❡♥#❡❞ ♠❛  ❡+✳

❋✐♥❛❧❧②✱  ❤❡ ✐♥❝+❡❛#✐♥❣ +❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ #♦❢ ♠❛ ❡+✐❛❧# ✐♥ ❡✈❡+②❞❛② ❧✐❢❡✱ ❛# ✇❡❧❧ ❛# ✐♥ ✐♥❞✉# +✐❛❧

♣+♦❝❡##❡# ❧✐❦❡ ❢♦+ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❢♦♦❞ ✐♥❞✉# +② ❬❙ ♦❦❡# ✷✵✶✷✱ ❙♣❛❣♥♦❧✐❡ ✷✵✶✺✱ ❋❛❜❡+ ✷✵✶✼❛❪

❢✉+ ❤❡+ ❛❧✐♠❡♥ #  ❤❡ ✐♥ ❡+❡# ✐♥ ❛ ❞❡❡♣❡+ ✉♥❞❡+# ❛♥❞✐♥❣ ♦❢  ❤❡✐+ ❜❡❤❛✈✐♦+ ✉♥❞❡+ # +❡##✳

✶✳✶✳✸ ❑❡② &✉❡()✐♦♥(

❋✐❣✉'❡ ✶✳✶✿ ✭❛✮ ❈+❡❡♣ +❡#♣♦♥#❡ ♦❢ ✽ ✇ ✪ ❝❛+❜♦♥ ❜❧❛❝❦ ❣❡❧ ✉♥❞❡+ ❛ ❝♦♥# ❛♥ # +❡## σ

❞❡❝+❡❛#✐♥❣ ❢+♦♠ ❧❡❢  ♦ +✐❣❤ ❛♥❞ ✭❜✮ ❝♦++❡#♣♦♥❞✐♥❣ #❤❡❛+ +❛ ❡ γ̇✳ ✭❝✮ ❈+❡❡♣ ❝✉+✈❡# ❢♦+ ❛

✇❡❛❦ ❞❡♣❧❡ ✐♦♥ ❣❡❧ ♦❢ ♣♦❧②# ②+❡♥❡ ♣❛+ ✐❝❧❡# ❛♥❞ ✭❞✮ ❢♦+  ❤❡+♠♦+❡✈❡+#✐❜❧❡ # ❡❛+②❧❛ ❡❞ #✐❧✐❝❛

❣❡❧#✳ ❊① +❛❝ ❡❞ ❢+♦♠ ❬❙♣+❛❦❡❧ ✷✵✶✶❪✳

❋✐❣✉+❡ ✶✳✶ ✐❧❧✉# +❛ ❡# ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢  ❤❡ ❞❡❧❛②❡❞ ❢❛✐❧✉+❡ ❡✈❡♥ #  ❤❛ ✇❡ ❛❞❞+❡## ✐♥  ❤✐#

✇♦+❦✳ ❚❤❡ #❛♠♣❧❡ ✐# #✉❜♠✐  ❡❞  ♦ ❛ ❝♦♥# ❛♥ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ #❤❡❛+ # +❡##  ❤❛ ✐# ❛♣♣❧✐❡❞

❛  ✐♠❡ t = 0✱ ❛♥❞ ✐ ✉♥❞❡+❣♦❡# ❛ ✈❡+② ❢❛# ✱ #♦❧✐❞✲❧✐❦❡ ❞❡❢♦+♠❛ ✐♦♥✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ #♦✲

❝❛❧❧❡❞ ❝+❡❡♣ +❡❣✐♠❡ ✇❤❡+❡  ❤❡ #❤❡❛+ # +❛✐♥ γ ❣+♦✇# #✉❜❧✐♥❡❛+❧②✱ ❡✐ ❤❡+ ❧♦❣❛+✐ ❤♠✐❝❛❧❧② ♦+

❛# ❛ ♣♦✇❡+✲❧❛✇ ♦❢  ✐♠❡ ❬❈♦  +❡❧❧ ✶✾✺✷❪✳ ❘❡♠❛+❦❛❜❧②✱  ❤✐# +❡❣✐♠❡ ♠❛② ❧❛# ❡✈❡♥ ❤♦✉+#✱

❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥  ❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ # +❡##✱ ✉♥ ✐❧ ✐ ✐# #✉❞❞❡♥❧② ✐♥ ❡++✉♣ ❡❞ ❜② ❛ #❤❛+♣ ✐♥❝+❡❛#❡ ✐♥ γ

#✐❣♥❛❧✐♥❣ ♠❛ ❡+✐❛❧ ❢❛✐❧✉+❡ ❛♥❞  ❤❡ ♦♥#❡ ♦❢ ✢♦✇✳

❚❤❡ ❡✛❡❝ # ♦❢ ❢❛✐❧✉+❡ ❛+❡ ♦❜✈✐♦✉# ❛  ❤❡ ♠❛❝+♦#❝♦♣✐❝ #❝❛❧❡✱ ❛♥❞ ②❡  ❤❡ ❞②♥❛♠✐❝#  ❤❛ 

❧❡❛❞  ♦ #✉❝❤ ❢❛✐❧✉+❡ ❛+❡ ❣♦✈❡+♥❡❞ ❡♥ ✐+❡❧② ❜②  ❤❡ ♠❛ ❡+✐❛❧✬# ❜❡❤❛✈✐♦+ ❛  ❤❡ #♠❛❧❧❡# #❝❛❧❡#✳

❚❤✉#✱  ♦ ❜❡  ❡+ ✉♥❞❡+# ❛♥❞  ❤❡ ♦❜#❡+✈❡❞ ❞❡❧❛②❡❞ ♦♥#❡ ♦❢ ✢♦✇✱ ✇❡ # ❛+ ✐♥✈❡# ✐❣❛ ✐♥❣  ❤❡



✶✳✶✳ ❖❜❥❡❝'✐✈❡*✱ ♦-✐❣✐♥❛❧✐'② ❛♥❞ ♥♦✈❡❧'② ✼

♠✐❝#♦%❝♦♣✐❝ ♣#♦❝❡%%❡% ❣♦✈❡#♥✐♥❣ ❝#❡❡♣✳ ■♥-❡#❡%-✐♥❣❧②✱ ❛❧-❤♦✉❣❤ -❤❡ ✉❧-✐♠❛-❡ ❢❛-❡ ♦❢ -❤❡

♠❛-❡#✐❛❧ ✭❢♦#♠❛-✐♦♥ ♦❢ %❤❡❛# ❜❛♥❞%✱ ❞✉❝-✐❧❡ ✈% ❢#❛❣✐❧❡ ❢#❛❝-✉#❡✱ ♣❡#♠❛♥❡♥- ✈% #❡✈❡#%✐❜❧❡

❞❛♠❛❣❡✮ ♠❛② ❞✐✛❡# ❛❝❝♦#❞✐♥❣ -♦ -❤❡ %②%-❡♠✱ -❤❡ ♠❛❝#♦%❝♦♣✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦# ❜❡❢♦#❡ ❢❛✐❧✉#❡ ✐%
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❞#❛❞❡ ✶✾✶✵✱ ❈♦--#❡❧❧ ✶✾✺✷✱ =♦✐#✐❡# ✶✾✽✺✱ ▼✐❣✉❡❧ ✷✵✵✷❪✱ ✇❤❡#❡❛% ✐♥ -❤❡ ❧❛--❡# ❝❛%❡ ✐-%
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✶✳✸✳ ❙$❛$❡ ♦❢ $❤❡ ❛*$ ✶✺

❛! ❡#!✐♠❛!✐♥❣ ❤♦✇ ❢,❡-✉❡♥!❧② ❧♦❝♦♠♦!✐✈❡# ❤❛❞ !♦ ❜❡ ✐♥#♣❡❝!❡❞ ❛♥❞ ♠❛✐♥!❛✐♥❡❞ ✐♥ ♦,❞❡, !♦

♣,❡✈❡♥! ❢,❛❝!✉,❡✳ ❚♦ !❤✐# ❛✐♠✱ ❡①♣❡,✐♠❡♥!# ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ❝②❝❧✐❝ ❞❡❢♦,♠❛!✐♦♥ !♦ ✐,♦♥ ❜❡❛♠#

✇❡,❡ ♣❡,❢♦,♠❡❞ ✭❋✐❣✳ ✶✳✹❛✮✱ ❛♥❞ !❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥! ♦❢ ♣❧❛#!✐❝✐!② ✉♥❞❡, ✜♥✐!❡ #!,❛✐♥# ✇❛#

❛❞❞,❡##❡❞✱ ✐♥ ❝♦♥♥❡❝!✐♦♥ ✇✐!❤ !❤❡ ♦♥#❡! ♦❢ ✐,,❡✈❡,#✐❜✐❧✐!② ♦❢ !❤❡ ♠❛❝,♦#❝♦♣✐❝ ❞❡❢♦,♠❛!✐♦♥

❬❋❛✐,❜❛✐,♥ ✶✽✻✹❪✳ ❆! !❤❡ #❛♠❡ !✐♠❡✱ !❤❡ ♠✐❝,♦#❝♦♣✐❝ ♦,✐❣✐♥ ♦❢ ❢❛!✐❣✉❡ ✇❛# ✐♥✈❡#!✐❣❛!❡❞✱ ❜✉!

♥♦ ❝♦♥#❡#✉# ❝♦✉❧❞ ❜❡ ,❡❛❝❤❡❞ ♦♥❧② ❜❛#❡❞ ♦♥ ♠❛❝,♦#❝♦♣✐❝ ❡①♣❡,✐♠❡♥!#✳ ❋♦, !❤✐# ,❡❛#♦♥✱

✐♥ ✶✽✺✵ ❝❛♠❡ !❤❡ ✜,#! #✉❣❣❡#!✐♦♥ ♦❢ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢❛!✐❣✉❡ !❡#! ❛♥❞ ♠✐❝,♦#❝♦♣✐❝ ✐♥✈❡#!✐❣❛!✐♦♥✱

❢,♦♠ G✳❘✳ ❍♦❞❣❡✿ ✧❚♦ ❛$$✐✈❡ ❛( ❛♥② ($✉❡ $❡,✉❧(, ❛, (♦ (❤❡ ,($✉❝(✉$❡ ♦❢ ✐$♦♥ ✐( ✇♦✉❧❞

❜❡ ♥❡❝❡,,❛$② (♦ ❝❛❧❧ ✐♥ (❤❡ ❛✐❞ ♦❢ (❤❡ ♠✐❝$♦,❝♦♣❡✱ (♦ ❡①❛♠✐♥❡ (❤❡ ✜❜$♦✉, ❛♥❞ ❝$②,(❛❧❧✐♥❡

,($✉❝(✉$❡✧ ❬❊♥❣✐♥❡❡,# ✶✽✺✶❪✳ ❆! !❤❡ !✐♠❡ #✉❝❤ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✇❛# !❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ♦✉! ♦❢ ,❡❛❝❤✱

#♦ !❤❛! !❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ✐,♦♥ ♠✐❝,♦#!,✉❝!✉,❡ ❤❛❞ !♦ ❜❡ ✐♥✈❡#!✐❣❛!❡❞ #❡♣❛,❛!❡❧②✳ ❚❤✐# ❧✐♠✐✲

!❛!✐♦♥✱ ❝♦✉♣❧❡❞ !♦ !❤❡ ❧♦✇ #❡♥#✐!✐✈✐!② ♦❢ ❡①✐#!✐♥❣ ✐♠❛❣✐♥❣ ❛♣♣❛,❛!✉#❡#✱ ✇❛# #✉❝❤ !❤❛! ♥♦

,❡❧❡✈❛♥! ♦❜#❡,✈❛!✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠❛❞❡✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ !❤❡ ❝♦♥❝❧✉#✐♦♥ !❤❛! ♥♦ ,❡❛❧ ❞✐✛❡,❡♥❝❡ ❝♦✉❧❞

❜❡ ♣❡,❝❡✐✈❡❞ ❜❡!✇❡❡♥ !❤❡ #❛♠♣❧❡ ❜❡❢♦,❡ ❛♥❞ ❛❢!❡, !❤❡ ❢❛!✐❣✉❡ !,❡❛!♠❡♥!✳

❖♥❡ ❤❛# !♦ ✇❛✐! ❛❧♠♦#! ♦♥❡ ❝❡♥!✉,② ❜❡❢♦,❡ !❤❡ ✜,#! ♣✐♦♥❡❡,✐♥❣ ❛!!❡♠♣!✱ ❜② ●✳■✳ ❚❛②❧♦,

❬❚❛②❧♦, ✶✾✸✹❪✱ ♦❢ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠❛❝,♦#❝♦♣✐❝ ❞❡❢♦,♠❛!✐♦♥ !♦ ❛ #✐♠✉❧!❛♥❡♦✉# ♠❡❛#✉,❡♠❡♥! ♦❢

♠✐❝,♦#❝♦♣✐❝ #!,✉❝!✉,❡ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝#✱ ✇✐!❤ !❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ❝❤❛,❛❝!❡,✐③✐♥❣ !❤❡ ❞❡#!❛❜✐❧✐③❛!✐♦♥

❛♥❞ ,✉♣!✉,❡ ♦❢ ✧❤✐❣❤❧② ✈✐#❝♦✉#✧ ❞,♦♣# ✉♥❞❡, ❧❛,❣❡ ❞❡❢♦,♠❛!✐♦♥#✳ ❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ !❤✐#✱ ❛

✜①❡❞ #!,❡## ✇❛# ❛♣♣❧✐❡❞ ❜② ❝♦♥!,♦❧❧✐♥❣ !❤❡ ❞❡❢♦,♠❛!✐♦♥ ,❛!❡ ♦❢ !❤❡ #✉,,♦✉♥❞✐♥❣ ♠❡❞✐✉♠

✭❋✐❣✳ ✶✳✹❝✲❞✮✱ ✇❤✐❧❡ ❛♥ ✐♠❛❣✐♥❣ #②#!❡♠ ♣,♦✈✐❞❡❞ ♠❛❣♥✐✜❡❞ ♣✐❝!✉,❡ ♦❢ !❤❡ ❞,♦♣ ✉♥❞❡,

✐♥❝,❡❛#✐♥❣ #!,❡## ❝♦♥❞✐!✐♦♥#✱ ✉♣ !♦ ✐!# ❢❛✐❧✉,❡ ✭❋✐❣✳ ✶✳✹❡✮✳ ■♥!❡,❡#!✐♥❣❧②✱ !❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧

♣,♦♣❡,!✐❡# ♦❢ !❤❡ ❜✉❧❦ ♠❛!❡,✐❛❧# ✇❡,❡ ❛❧#♦ !❡#!❡❞✱ ✉#✐♥❣ ❛ ❤♦♠❡✲♠❛❞❡ ✐♥#!,✉♠❡♥! ✇❤✐❝❤

❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥#✐❞❡,❡❞ !❤❡ ❛♥❝❡#!♦, ♦❢ ♦✉, #!,❡##✲❝♦♥!,♦❧❧❡❞ ,❤❡♦♠❡!❡,# ✭❋✐❣✳ ✶✳✹❜✮✳

✶✳✸ ❙$❛$❡ ♦❢ $❤❡ ❛*$

✶✳✸✳✶ ❙$❡❛❞②✲*❛$❡ ❡①♣❡*✐♠❡♥$0

▼❛♥② ❞✐✛❡,❡♥! ♣,♦!♦❝♦❧# ❛,❡ ✉#❡❞ ✐♥ ❧✐!❡,❛!✉,❡ !♦ ♣,♦❜❡ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❛♥❞ ❢❛✐❧✉,❡ ✐♥ #♦❢! ♠❛✲

!❡,✐❛❧#✳ G,♦❜❛❜❧② !❤❡ ♠♦#! #!,❛✐❣❤!❢♦,✇❛,❞ ♦❢ !❤♦#❡ ♣,♦!♦❝♦❧# ✐# ,❡♣,❡#❡♥!❡❞ ❜② #!❡❛❞②✲,❛!❡

❡①♣❡,✐♠❡♥!#✱ ✇❤❡,❡ !❤❡ ♠❛!❡,✐❛❧✱ ✐♥✐!✐❛❧❧② ❛! ,❡#!✱ ✐# ❞❡❢♦,♠❡❞ ❛! ❛ ❝♦♥#!❛♥! ❞❡❢♦,♠❛!✐♦♥

,❛!❡✳ ❙✉❝❤ ❛♥ ❡①♣❡,✐♠❡♥! ❝❛♥ ❜❡ ♣❡,❢♦,♠❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡,❡♥! ❞❡❢♦,♠❛!✐♦♥ ❣❡♦♠❡!,✐❡#✱ ❢,♦♠

✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ♦♥❡# ❧✐❦❡ #❤❡❛, ❬❈♦#!❛♥③♦ ✷✵✶✻✱ ❑❡#❤❛✈❛,③ ✷✵✶✼❪✱ ❡①!❡♥#✐♦♥ ❬❈♦#!❛♥③♦ ✷✵✶✻❪

❛♥❞ ❝♦♠♣,❡##✐♦♥ ❬❆♥!♦♥❛❣❧✐❛ ✷✵✶✹❪✱ !♦ ♠♦,❡ ❝♦♠♣❧❡① ♦♥❡#✱ ❧✐❦❡ ✐♥❞❡♥!❛!✐♦♥ ♦, ❜❡♥❞✐♥❣✳

■♥ !❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉# ♦♥ #❤❡❛, ❞❡❢♦,♠❛!✐♦♥✱ ✇❤❡,❡❛# ❛♣♣❡♥❞✐① ❇ ✇✐❧❧ #❤♦✇ #✐♠✲

✉❧❛!✐♦♥# ❛♥❞ ❡①♣❡,✐♠❡♥!# ✐♥ ✉♥✐❛①✐❛❧ ❡①!❡♥#✐♦♥✳

■♥ #!❡❛❞②✲#❤❡❛, ,❛!❡ ❡①♣❡,✐♠❡♥!#✱ !❤❡ #!,❡## σ ✐# ♠❡❛#✉,❡❞ ❛# ❛ ❢✉♥❝!✐♦♥ ♦❢ !✐♠❡✱ #!❛,!✲

✐♥❣ ❢,♦♠ !❤❡ ♠♦♠❡♥! ✇❤❡,❡ !❤❡ ❞❡❢♦,♠❛!✐♦♥ ,❛!❡ ✐# ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❆♥ ✐♥✐!✐❛❧ ❧✐♥❡❛, ,❡❣✐♠❡ ✐#

♦❜#❡,✈❡❞ ❛! #♠❛❧❧ ❞❡❢♦,♠❛!✐♦♥#✱ ✇❤❡,❡ !❤❡ #!,❡## ❣,♦✇!❤ ✐# ❞✐❝!❛!❡❞ ❜② !❤❡ ❧✐♥❡❛, ✈✐#✲

❝♦❡❧❛#!✐❝ ♣,♦♣❡,!✐❡# ♦❢ !❤❡ #❛♠♣❧❡✳ ❇❡②♦♥❞ !❤❡ ❧✐♥❡❛, ,❡❣✐♠❡✱ σ ❞❡♣❡♥❞# ♦♥ !❤❡ ✐♠♣♦#❡❞

#❤❡❛, ,❛!❡ γ̇✱ ✐♥ ❛ ✇❛② !❤❛! ❝❛♥ ❜❡ ,❛!✐♦♥❛❧✐③❡❞ ✐♥ !❡,♠# ♦❢ !❤❡ ,❛!✐♦ ❜❡!✇❡❡♥ !❤❡ ❧❛,❣❡#!



✶✻ ❈❤❛♣&❡( ✶✳ ▼♦&✐✈❛&✐♦♥ ❛♥❞ ❙&❛&❡ ♦❢ ❆(&

✭!❡#♠✐♥❛❧✮ #❡❧❛①❛!✐♦♥ !✐♠❡ τ ♦❢ !❤❡ .②.!❡♠ ❛♥❞ !❤❡ ❡①♣❡#✐♠❡♥!❛❧ !✐♠❡.❝❛❧❡ τexp ∼ γ̇−1
✳

❲❤❡♥ !❤❡ ♣#♦❞✉❝! ❲✐ = γ̇τ ✭!❤❡ .♦✲❝❛❧❧❡❞ ❲❡✐..❡♥❜❡#❣ ♥✉♠❜❡#✮❬❉❡❛❧② ✷✵✶✵❪✮ ✐. .♠❛❧❧

✭❲✐ ≪ 1✮✱ !❤❡ ❞❡❢♦#♠❛!✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ !❤♦✉❣❤! ❛. @✉❛.✐.!❛!✐❝✿ !❤❡ .②.!❡♠ #❡❧❛①❡. ❢❛.!❡#

!❤❛♥ ✐! ✐. .❤❡❛#❡❞✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥.✐❞❡#❡❞ ❛! ❡@✉✐❧✐❜#✐✉♠ ❛! ❛♥② !✐♠❡ ❞✉#✐♥❣ !❤❡ ❞❡❢♦#✲

♠❛!✐♦♥✳ ■♥ !❤✐. ❝❛.❡✱ ♥♦ ❞❡✈✐❛!✐♦♥. ❢#♦♠ ❧✐♥❡❛# #❤❡♦❧♦❣② ❛#❡ ❡①♣❡❝!❡❞✳ ❇② ❝♦♥!#❛.!✱ ✐♥

!❤❡ ♦♣♣♦.✐!❡ ❧✐♠✐! ♦❢ ❲✐ & 1✱ !❤❡ .❛♠♣❧❡ ❤❛. ♥♦ !✐♠❡ !♦ #❡❧❛① ❞✉#✐♥❣ ❞❡❢♦#♠❛!✐♦♥✱ ❛♥❞

❡✈❡♥!✉❛❧❧② ✐. ❞#✐✈❡♥ ♦✉! ♦❢ !❤❡ ❧✐♥❡❛# #❡❣✐♠❡✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛# !♦ ♥♦♥❧✐♥❡❛# !#❛♥.✐!✐♦♥ ❝❛♥ ♠❛♥✐✲
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❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡① ❬❑♦✉♠❛❦✐. ✷✵✶✶✱ ❈♦.!❛♥③♦ ✷✵✶✻❪✱ .♦ !❤❛! ✐♥ ❣❡♥❡#❛❧ !❤❡✐# ✐♥✈❡.!✐❣❛!✐♦♥

✐. ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ❛♥❞ ❝❛♥ ✉.❡❢✉❧❧② ❜❡ .✉♣♣♦#!❡❞ ❜② ♥✉♠❡#✐❝❛❧ ✇♦#❦.✳ ❚♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤! !❤❡ ♠❛✐♥

♦♣❡♥ @✉❡.!✐♦♥. ✐♥ !❤✐. ✜❡❧❞✱ ❤❡#❡❛❢!❡# ✇❡ #❡✈✐❡✇ ❛ ❢❡✇ ❡①♣❡#✐♠❡♥!❛❧ .!✉❞✐❡.✱ ✇✐!❤ ♣❛#!✐❝✲

✉❧❛# ❢♦❝✉. ♦♥ ♥❡!✇♦#❦ ❢♦#♠✐♥❣ .②.!❡♠. ❛♥❞ ♣❤②.✐❝❛❧ ❣❡❧.✳

❋✐❣✉(❡ ✶✳✺✿ P#♦!❡✐♥ ♣❤②.✐❝❛❧ ❣❡❧✳ ❚✐♠❡✲#❡.♦❧✈❡❞ .!#❡.. #❡.♣♦♥.❡ ❛. ❛ ❢✉♥❝!✐♦♥ ♦❢ .!#❛✐♥

✭γ = γ̇t✮ ❛❢!❡# .!❛#!✲✉♣ ♦❢ .!❡❛❞② .❤❡❛#✳ ❚❤❡ #❡❞✉❝❡❞ .❤❡❛# #❛!❡. ✭ γ̇τ✮ ❛#❡ ✐♥❞✐❝❛!❡❞ ♥❡❛#

!❤❡ ❧✐♥❡.✱ ✇✐!❤ τ ❡@✉❛❧ !♦ ✸✷✵✵ .✳ ❊①!#❛❝!❡❞ ❢#♦♠ ❬❙❦#③❡.③❡✇.❦❛ ✷✵✶✵❪✳

❆. ❛ ✜#.! ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇♦#❦✐♥❣ ✇✐!❤ ❛ #❡❝♦♠❜✐♥❛♥! ♣#♦!❡✐♥ ❛❜❧❡ !♦ ❢♦#♠ .✉♣#❛♠♦❧❡❝✉❧❛#

❜♦♥❞. ✇✐!❤ ❛ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ❝❤❛#❛❝!❡#✐.!✐❝ ❧✐❢❡!✐♠❡ τ ✱ ❙❦#③❡.③❡✇.❦❛ ❡! ❛❧✳ ❬❙❦#③❡.③❡✇.❦❛ ✷✵✶✵❪

.❤♦✇ !❤❛! ❛ ❞✉❝!✐❧❡ !♦ ❜#✐!!❧❡ !#❛♥.✐!✐♦♥ ✐. ♦❜.❡#✈❡❞ ✇✐!❤ ✐♥❝#❡❛.✐♥❣ ❲❡✐..❡♥❜❡#❣ ♥✉♠❜❡#

❜❡②♦♥❞ ✶ ✭❋✐❣✳ ✶✳✺✮✳ ❚❤❡ ❛✉!❤♦#. ❛#❣✉❡ !❤❛! ❛! !❤❡ ❧♦✇❡.! .❤❡❛# #❛!❡. !❤❡ .!#❡.. ❞❡✈✐❛!❡.

❞♦✇♥✇❛#❞. ❜❡❝❛✉.❡ ♦❢ !❤❡ ✈✐.❝♦❡❧❛.!✐❝ #❡❧❛①❛!✐♦♥ ♦❢ !❤❡ ♣❤②.✐❝❛❧ ❣❡❧ ✭❛..♦❝✐❛!❡❞ !♦ ❞✐.✲



✶✳✸✳ ❙$❛$❡ ♦❢ $❤❡ ❛*$ ✶✼

 ♦❝✐❛%✐♦♥ ❛♥❞ (❡❢♦(♠❛%✐♦♥ ♦❢ ♣❤② ✐❝❛❧ ❜♦♥❞ ✮✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞ %♦  ✐♠♣❧❡ ✈✐ ❝♦✉ ✢♦✇ ✐♥ %❤❡

 %❡❛❞②  %❛%❡✱ ✇❤❡(❡❛ ❛% ❧❛(❣❡(  ❤❡❛( (❛%❡ %❤✐ ♠❡❝❤❛♥✐ ♠ ❝❛♥♥♦% ❤❛♣♣❡♥ ❛♥②♠♦(❡✱ ❛♥❞

♦♥❡ ♦❜ ❡(✈❡ ✐♥ %❡❛❞ ❛  ❧✐❣❤%  %(❛✐♥ ❤❛(❞❡♥✐♥❣✱ ❛  ♦❝✐❛%❡❞ %♦ %❤❡ ✜♥✐%❡ ❝❤❛✐♥ ❡①%❡♥ ✐❜✐❧✐%②✱

❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❝❤❛✐♥ ♣✉❧❧✲♦✉% ❛♥❞ ❜(✐%%❧❡ ❢(❛❝%✉(❡✳

■♥ ❛♥♦%❤❡( ✇♦(❦ ♦♥ ❛ ♣(♦%❡✐♥ ❣❡❧ ✇✐%❤ ♥♦ ♠❡❛ ✉(❛❜❧❡ %❡(♠✐♥❛❧ (❡❧❛①❛%✐♦♥ %✐♠❡✱ ❑❡✲

 ❤❛✈❛(③ ❡! ❛❧✳ ♦❜ ❡(✈❡ ❜(✐%%❧❡ ❢(❛❝%✉(❡ ❢♦( ❛❧❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ γ̇✱  ✐♥❝❡ %❤❡ ❝♦♥❞✐%✐♦♥ Wi ≫ 1 ✐ 

❛❧✇❛② ♠❡% ❬❑❡ ❤❛✈❛(③ ✷✵✶✼❪✳ ■♥%❡(❡ %✐♥❣❧②✱ %❤❡ ❛✉%❤♦(  ❤♦✇ %❤❛% %❤❡ ✇❤♦❧❡  %(❡  ✲ %(❛✐♥

❝✉(✈❡✱ ✉♣ %♦ %❤❡ ♦♥ ❡% ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✐♥ %❛❜✐❧✐%②✱ ❝❛♥ ❜❡ ♥✐❝❡❧② ♣(❡❞✐❝%❡❞ ❜② ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛(

✈✐ ❝♦❡❧❛ %✐❝ ♠♦❞❡❧ ❜❛ ❡❞ ♦♥ %✐♠❡✲ %(❛✐♥  ❡♣❛(❛%✐♦♥ ✭❋✐❣✳ ✶✳✻✮✳ ■♥ %❤✐ ❝❛ ❡✱ %❤❡ ❞❡♣❛(%✉(❡

❢(♦♠ ❧✐♥❡❛(✐%② ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝✉(❛%❡❧② ❞❡ ❝(✐❜❡❞ ✐♥ %❡(♠ ♦❢ ❛  %(❛✐♥ ❤❛(❞❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ❛  %(❛✐♥

 ♦❢%❡♥✐♥❣ %❡(♠✱ ❛♥❞ %❤❡ ❞❡✈✐❛%✐♦♥ ❢(♦♠ %❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐ ❛%%(✐❜✉%❡❞ %♦ ❢(❛❝%✉(❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ %❤❛♥❦ 

%♦ ❞✐(❡❝% ✈✐ ✉❛❧ ✐♥ ♣❡❝%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ❣❡❧ ❞✉(✐♥❣ ❞❡❢♦(♠❛%✐♦♥✱ %❤❡ ❛✉%❤♦( ❝❛♥ ❞❡%❡❝% %❤❡ ♥✉✲

❝❧❡❛%✐♦♥ ❛♥❞ ❣(♦✇%❤ ♦❢ ❝(❛❝❦ ✱ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❡❛( ❛% %❤❡ ②✐❡❧❞ ♣♦✐♥% ❛♥❞ ❛(❡ ❝❧❡❛(❧② ❛  ♦❝✐❛%❡❞

%♦ %❤❡  ✉❜ ❡I✉❡♥%  %(❡  ❞(♦♣✳ ❚❤❡ ❛✉%❤♦( ❛(❣✉❡ %❤❛% ❢❛✐❧✉(❡ ♦❝❝✉( ❛ ❛ ❝♦♥ ❡I✉❡♥❝❡

♦❢  %(❡  ✲✐♥❞✉❝❡❞ ❞❛♠❛❣❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛%✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❜❡❝♦♠❡ ❝(✐%✐❝❛❧ ❜❡②♦♥❞ ❛ ❣✐✈❡♥ %❤(❡ ❤✲

♦❧❞✳ ❚❤❡ (❛%❡ ♦❢ ❞❛♠❛❣❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛%✐♦♥ ✐ ❛  ✉♠❡❞ %♦ ❜❡ ❛ ❢✉♥❝%✐♦♥ ♦❢  %(❡  ❛❧♦♥❡✱ ✇❤✐❝❤

♣(♦✈✐❞❡ ❛♥ ❡①❝❡❧❧❡♥% ♣(❡❞✐❝%✐♦♥ ♦❢ ❢❛✐❧✉(❡  %(❡  ❛♥❞  %(❛✐♥ ❜❛ ❡❞ ♦♥ ❛ ❢❛✐❧✉(❡ ❝(✐%❡(✐♦♥

♣(♦♣♦ ❡❞ ❜② ❇❛✐❧❡② ❬❋(❡❡❞ ✷✵✵✷❪✳ ❚❤❡(❡❢♦(❡✱ ♦♥❡ I✉❡ %✐♦♥ %❤❛% ♦♣❡♥ ❝♦♥❝❡(♥ %❤❡ ♥❛%✉(❡

♦❢ %❤❡ ♣❧❛ %✐❝ (❡❛((❛♥❣❡♠❡♥% ❝♦♥ ✐❞❡(❡❞ ❜② ❇❛✐❧❡②✬ ❝(✐%❡(✐♦♥✳ ❚♦ ❡❧✉❝✐❞❛%❡ %❤✐ ♣♦✐♥%✱

 %❛♥❞❛(❞ (❤❡♦❧♦❣② ♠✐❣❤% ❜❡♥❡✜% ❢(♦♠ ❛ ♠✐❝(♦ ❝♦♣✐❝ ✐♥✈❡ %✐❣❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ❧♦❝❛❧  %(✉❝%✉(❡

❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ ✳

❖♥❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢  ✉❝❤ ✐♥✈❡ %✐❣❛%✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ %❤❡ ✇♦(❦ ♦❢ ▼♦❤(❛③ ❛♥❞ ❙♦❧♦♠♦♥

❬▼♦❤(❛③ ✷✵✵✺❪✱ ✇❤♦  %✉❞② %❤❡  %(✉❝%✉(❡ ♦❢ ✇❡❛❦ ❢(❛❝%❛❧ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ❣❡❧  ✉❜❥❡❝% %♦  %❛(%✲✉♣

♦❢  %❡❛❞②  ❤❡❛( ✢♦✇✱ ❜② ❝♦✉♣❧✐♥❣  ❤❡❛( (❤❡♦❧♦❣② %♦ %✐♠❡✲(❡ ♦❧✈❡❞  ♠❛❧❧ ❛♥❣❧❡ ❧✐❣❤%  ❝❛%%❡(✲

✐♥❣✳ ❲✐%❤ ✐♥❝(❡❛ ✐♥❣ ❞❡❢♦(♠❛%✐♦♥✱ ❛♥ ❛♥✐ ♦%(♦♣✐❝ ✐♥%❡♥ ✐%② ♣❛%%❡(♥ ✐ ❞❡%❡❝%❡❞ ✐♥ %❤❡ ❧✐❣❤%

 ❝❛%%❡(✐♥❣  ✐❣♥❛❧✱ ✇❤✐❝❤  ✐❣♥ ❛  ❧✐❣❤% ♦(✐❡♥%❛%✐♦♥ ✐♥ %❤❡ ❣❡❧  %(✉❝%✉(❡ ❬❱❡(♠❛♥% ✷✵✵✺❪✳ ❚❤❡

 %(✉❝%✉(❛❧ ❛♥✐ ♦%(♦♣② ✐♥✐%✐❛❧❧② ✐♥❝(❡❛ ❡ ❛ %❤❡ ❣❡❧ ✐ ❞❡❢♦(♠❡❞✱ %❤❡♥ (❡❛❝❤❡ ❛ ♠❛①✐♠✉♠

✈❛❧✉❡ ❛% %❤❡ ②✐❡❧❞  %(❛✐♥ ✭❞❡✜♥❡❞ ❜② %❤❡ ❧♦❝✉ ♦❢ %❤❡  %(❡  ♠❛①✐♠✉♠✮ ❛♥❞ ❛❢%❡(✇❛(❞ 

❞❡❝❛② %♦ ❛ ♣❧❛%❡❛✉✱ ✐♥ ❛ I✉❛❧✐%❛%✐✈❡❧②  ✐♠✐❧❛( ✇❛② %♦ %❤❡ ♠❛❝(♦ ❝♦♣✐❝  %(❡  ✳ ❙✉❝❤  ✐♠✐✲

❧❛(✐%②  ✉❣❣❡ % %❤❛%  %(✉❝%✉(❛❧ (❡♦(✐❡♥%❛%✐♦♥ ❞❡%❡(♠✐♥❡ %❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛( (❤❡♦❧♦❣② ♦❢ %❤❡ ❣❡❧✳

▼♦(❡♦✈❡(✱ ❜② ✐♥✈❡ %✐❣❛%✐♥❣ %❤❡ ♠✐❝(♦ ❝♦♣✐❝ ❞②♥❛♠✐❝ ❛❢%❡( ✢♦✇ ❝❡  ❛%✐♦♥✱ %❤❡ ❛✉%❤♦( 

❛(❣✉❡ %❤❛% ♠✐♥♦( ❝♦♥♥❡❝%✐✈✐%② ❧♦   ❤♦✉❧❞ %❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ❜❡❢♦(❡ %❤❡  %(❡  ♣❡❛❦✳ ■% ✐ ✐♥%❡(❡ %✲

✐♥❣ %♦ ❝♦♠♣❛(❡ %❤✐ (❡ ✉❧% %♦ ❇❛✐❧❡②✬ ❝(✐%❡(✐♦♥ ❡✈♦❦❡❞ ❜② ❑❡ ❤❛✈❛(③ ❡! ❛❧✳✱ ✇❤✐❝❤ (❛%❤❡(

 ✉❣❣❡ % ❛ ♠♦(❡ ♣(♦❣(❡  ✐✈❡ ✇❡❛❦❡♥✐♥❣✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛(✐ ♦♥ ✐ ♥♦% %(✐✈✐❛❧✱ ❛♥❞ ❝❛❧❧ ❢♦( ❛

❞❡❡♣❡( ✉♥❞❡( %❛♥❞✐♥❣ ♦❢ %❤❡ ✐♥%❡(♣❧❛② ❜❡%✇❡❡♥ ❧♦❝❛❧ ♣❧❛ %✐❝✐%② ❛♥❞ ♠❛❝(♦ ❝♦♣✐❝ (❤❡♦❧♦❣②✳

❖♥ %❤❡ ♦%❤❡( ❤❛♥❞✱ ❜♦%❤ ✇♦(❦ ❛❣(❡❡ ✐♥ ✐♥%❡(♣(❡%✐♥❣ %❤❡  %(❡  ❞(♦♣ ❛ %❤❡ ♠❛❝(♦ ❝♦♣✐❝

 ✐❣♥❛%✉(❡ ♦❢ ❣❡❧ (✉♣%✉(❡✱ ✇❤✐❝❤ ♦❝❝✉( ❛❜(✉♣%❧② ❛% ❛ ❧❛(❣❡ ❝(✐%✐❝❛❧  %(❛✐♥ ✭❛(♦✉♥❞ ✶✵✵%✮✱

✇❤❡(❡ %❤❡ ❣❡❧ ❜❛❝❦❜♦♥❡  ❤♦✉❧❞ ❜❡ ❢✉❧❧② ❡①%❡♥❞❡❞✳ ❆❝❝♦(❞✐♥❣❧②✱ %❤❡ (✉♣%✉(❡ ✐ ❛  ♦❝✐❛%❡❞

%♦ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥  %(✉❝%✉(❛❧ ❛♥✐ ♦%(♦♣②✱ ❛♥❞ ✐ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ♣❛(%✐❛❧ (❡❧❛①❛%✐♦♥ ♦❢ ❜♦%❤

 %(❡  ❛♥❞ ❛♥✐ ♦%(♦♣②✱ ✐♥ ❛ ♣(♦❝❡  (❡❛❞ ❛ %❤❡ ❞❡♥ ✐✜❝❛%✐♦♥ ♦❢ ❢(❛❝%❛❧ ❝❧✉ %❡( ✳

▼♦(❡ ❞❡%❛✐❧❡❞ ✐♥ ✐❣❤% ♦♥ %❤❡ ♠✐❝(♦ ❝♦♣✐❝ ♣(♦❝❡  ❡ ♦❝❝✉((✐♥❣ ✉♥❞❡(  ❤❡❛( ❛(❡ (❡♣♦(%❡❞

❜② ▼❛  ❝❤❛❡❧❡ ❡! ❛❧✳ ❬▼❛  ❝❤❛❡❧❡ ✷✵✵✾❪✱ ✇❤♦ ♦❜ ❡(✈❡ ✐♥ (❡❛❧  ♣❛❝❡ %❤❡  ❤❡❛( ❞❡❢♦(♠❛%✐♦♥



✶✽ ❈❤❛♣&❡( ✶✳ ▼♦&✐✈❛&✐♦♥ ❛♥❞ ❙&❛&❡ ♦❢ ❆(&

❋✐❣✉(❡ ✶✳✻✿  !♦#❡✐♥ ❣❡❧✳ ❙#!❡++ !❡+♣♦♥+❡ σ ✈+ #✐♠❡ t ✭❧♦✇❡! ❛①✐+✮ ❛♥❞ ✈+ +#!❛✐♥ γ = γ̇0t

✭✉♣♣❡! ❛①✐+✮ #♦ ❛ ❝♦♥+#❛♥# +❤❡❛! !❛#❡ γ̇0 = 10−3s−1
✐♥✐#✐❛#❡❞ ❛# t = 0✳ ❚❤❡ ❣!❛② ❞❛+❤❡❞

❧✐♥❡ ❝♦!!❡+♣♦♥❞+ #♦ #❤❡ ❧✐♥❡❛! ✈✐+❝♦❡❧❛+#✐❝ !❡+♣♦♥+❡ ✭❛ ♣♦✇❡! ❧❛✇ ♦❢ #✐♠❡✮✳ ❚❤❡ ❜❧❛❝❦

❧✐♥❡ ❝♦!!❡+♣♦♥❞+ #♦ #❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛! ♠♦❞❡❧ ✭❑✲❇❑❩✮ ❝♦♥+#!✉❝#❡❞ ✉+✐♥❣ ♦♥❧② #❤❡ +#!❛✐♥✲

❤❛!❞❡♥✐♥❣ ♣❛!# ♦❢ #❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ❢✉♥❝#✐♦♥✱ ✇❤❡!❡❛+ #❤❡ !❡❞ ❧✐♥❡ ❝♦!!❡+♣♦♥❞+ #♦ #❤❡ ❢✉❧❧

❑✲❇❑❩ ❡B✉❛#✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡+ ❜♦#❤ #❤❡ ❤❛!❞❡♥✐♥❣ ❛♥❞ #❤❡ +♦❢#❡♥✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥#+ ♦❢

#❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ❢✉♥❝#✐♦♥✳ ■♥+❡#+✿ ✐♠❛❣❡+ ♦❢ #❤❡ +✐❞❡ ✈✐❡✇ ♦❢ ❈♦✉❡##❡ ❝❡❧❧ ❛# ❞✐✛❡!❡♥# +#!❛✐♥+

!❡❝♦!❞❡❞ +✐♠✉❧#❛♥❡♦✉+❧② #♦ #❤❡ ❡①♣❡!✐♠❡♥# !❡♣♦!#❡❞ ✐♥ #❤❡ ♠❛✐♥ ❣!❛♣❤✳ ❆❞❛♣#❡❞ ❢!♦♠

❬❑❡+❤❛✈❛!③ ✷✵✶✼❪✳

❛♥❞ !✉♣#✉!❡ ♦❢ ✷❉ ❢!❛❝#❛❧ ❣❡❧+ ❛# ♦✐❧✲✇❛#❡! ✐♥#❡!❢❛❝❡✳ ❯♥❢♦!#✉♥❛#❡❧②✱ #❤❡ +❤❡❛! +#!❡++ ❝♦✉❧❞

♥♦# ❜❡ ♠❡❛+✉!❡❞ ✐♥ #❤❡✐! ❡①♣❡!✐♠❡♥#+✱ +♦ #❤❛# #❤❡ ❧✐♥❡❛! #♦ ♥♦♥❧✐♥❡❛! #!❛♥+✐#✐♦♥ ❛♥❞ ❣❡❧

!✉♣#✉!❡ ❛!❡ ♦♥❧② ✐♥✈❡+#✐❣❛#❡❞ ❛# #❤❡ ♠✐❝!♦+❝♦♣✐❝ +❝❛❧❡✳ ❚❤❡ ❛✉#❤♦!+ !❡❧② ♦♥ #❤❡ ❛++✉♠♣✲

#✐♦♥ #❤❛# #❤❡ !❤❡♦❧♦❣② ♦❢ ✐♥#❡!❢❛❝✐❛❧ ❣❡❧+ ✇♦✉❧❞ +❤♦✇ #❤❡ +❛♠❡ B✉❛❧✐#❛#✐✈❡ ❢❡❛#✉!❡+ ❛+ #❤❡

❛♥❛❧♦❣♦✉+ #❤!❡❡ ❞✐♠❡♥+✐♦♥❛❧ +#!✉❝#✉!❡+✳ ■♥ ❛❣!❡❡♠❡♥# ✇✐#❤ ▼♦❤!❛③ ❛♥❞ ❙♦❧♦♠♦♥✱ ▼❛++✲

❝❤❛❡❧❡ ❡! ❛❧✳ ✜♥❞ #❤❛# ❛# +♠❛❧❧ +#!❛✐♥+ #❤❡ ❣❡❧ ♥❡#✇♦!❦ !❡♠❛✐♥+ ✐♥#❛❝#✱ ❛♥❞ ♣❡!❝♦❧❛#✐♦♥ ✐+

♦♥❧② ❧♦+# ❛# ❤✐❣❤❡! +#!❛✐♥+✱ ✇❤❡!❡ !✉♣#✉!❡ ♦❝❝✉!+ ❛❜!✉♣#❧②✱ ❛+ ❛ ❝♦♥+❡B✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝❛+❝❛❞❡

♦❢ ❜!❡❛❦✲✉♣ ❡✈❡♥#+✱ ✇❤✐❝❤ ❛!❡ ♠♦♥✐#♦!❡❞ #❤!♦✉❣❤♦✉# ❞❡❢♦!♠❛#✐♦♥✳ ■♥#❡!❡+#✐♥❣❧②✱ ❜!❡❛❦✲✉♣

❡✈❡♥#+ ❛!❡ ❢♦✉♥❞ #♦ ❜❡ +♣❛#✐❛❧❧② ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ #❡♥❞ #♦ ❝❧✉+#❡!✱ ✇❤✐❝❤ ♠✐❣❤# +✉❣❣❡+# +♦♠❡

✐♥#❡!❡+#✐♥❣ ❝♦!!❡❧❛#✐♦♥+✱ ♥❡❣❧❡❝#❡❞ ❜② #❤❡ +✐♠♣❧❡ ❛❞❞✐#✐✈✐#② ♦❢ ❇❛✐❧❡②✬+ ❝!✐#❡!✐♦♥✳ ■♥ #❤❡

!❡❣✐♠❡ ♦❢ ✐♥❝!❡❛+✐♥❣❧② ♥♦♥❧✐♥❡❛! ❞❡❢♦!♠❛#✐♦♥✱ #❤❡ ❛✉#❤♦!+ ❛❞❞!❡++ ✈❛!✐♦✉+ ♠✐❝!♦+❝♦♣✐❝

+#!✉❝#✉!❛❧ ✐♥❞✐❝❛#♦!+ ✐♥ ♦!❞❡! #♦ B✉❛♥#✐❢② #❤❡ ✐♥❝!❡❛+❡❞ ❤❡#❡!♦❣❡♥❡✐#② ♦❢ #❤❡ +#!✉❝#✉!❡

❞✉!✐♥❣ ❞❡❢♦!♠❛#✐♦♥✳ ❊++❡♥#✐❛❧❧② ❛❧❧ ✐♥❞✐❝❛#♦!+ +❤♦✇ ♠✐♥♦! ❡✈♦❧✉#✐♦♥ ♣!✐♦! #♦ !✉♣#✉!❡✱

✇❤❡!❡❛+ #❤❡ ❤❡#❡!♦❣❡♥❡✐#② ✐♥❝!❡❛+❡+ ❛❢#❡! !✉♣#✉!❡✱ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐#❤ #❤❡ ✜♥❞✐♥❣+ ♦❢ ▼♦❤!❛③

❛♥❞ ❙♦❧♦♠♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ #❤❡ ❛✉#❤♦!+ +❤♦✇ #❤❛# #❤❡ ♣❡!#✐♥❡♥# ❧❡♥❣#❤+❝❛❧❡ ❢♦! ❜!❡❛❦✐♥❣ ❛♥❞

+#!✉❝#✉!❛❧ !❡♦!❣❛♥✐③❛#✐♦♥ ❝♦✐♥❝✐❞❡+ ✇✐#❤ #❤❡ ❧❡♥❣#❤+❝❛❧❡ ♦❢ +#!✉❝#✉!❛❧ ❤❡#❡!♦❣❡♥❡✐#②✱ ✐✳❡✳

#❤❡ ❝❧✉+#❡! +✐③❡✳ ▼♦!❡ ♣!❡❝✐+❡❧②✱ ❋✐❣✳ ✶✳✼ +❤♦✇+ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ #❤❡ #②♣✐❝❛❧ ♣❧❛+#✐❝ !❡❛!✲



✶✳✸✳ ❙$❛$❡ ♦❢ $❤❡ ❛*$ ✶✾

❋✐❣✉*❡ ✶✳✼✿ ✷❉ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ❣❡❧✿ ❞❡+❛✐❧, ♦❢ ②✐❡❧❞✐♥❣ ♦❢ ♦♥❡ ♣❛1+✐❝❧❡ ❝❧✉,+❡1✳ ❚❤❡ ,♥❛♣,❤♦+,

❝♦11❡,♣♦♥❞ +♦ +❤❡ ♥❡+✇♦1❦ ❛❢+❡1 ❛ ,+1❛✐♥ ♦❢✱ 1❡,♣❡❝+✐✈❡❧②✱ ✵✳✷✺ ✭❛✮✱ ✵✳✺ ✭❜✮✱ ✵✳✼✺ ✭❝✮✱ ❛♥❞

✶✳✷✺ ✭❞✮✳ ❆❞❛♣+❡❞ ❢1♦♠ ❬▼❛,,❝❤❛❡❧❡ ✷✵✵✾❪✳

1❛♥❣❡♠❡♥+ ♦❝❝✉11✐♥❣ ❛+ ②✐❡❧❞✐♥❣✿ +❤❡ ❜♦♥❞, ❜❡+✇❡❡♥ ❝❧✉,+❡1, ❜1❡❛❦✱ ❛♥❞ ❛, ❛ ❝♦♥,❡G✉❡♥❝❡

♣❡1❝♦❧❛+✐♦♥ ✐, ❧♦,+ ❛♥❞ ❣1♦✉♣, ♦❢ ♣❛1+✐❝❧❡,✱ ✇❤✐❝❤ 1❡+❛✐♥ +❤❡✐1 ✐♥+❡❣1✐+②✱ ❛1❡ ❢1❡❡ +♦ 1♦+❛+❡

❝♦❧❧❡❝+✐✈❡❧② 1❡❧❛+✐✈❡ +♦ +❤❡ ,✉11♦✉♥❞✐♥❣,✳ ❚❤✐, ♠❡❝❤❛♥✐,♠ ✐, ✐♥ ❛❣1❡❡♠❡♥+ ✇✐+❤ ♣1❡✈✐♦✉,

♠♦❞❡❧, ❢♦1 ❣❡❧ 1✉♣+✉1❡✱ ♦♥❧② ❜❛,❡❞ ♦♥ 1❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡❛,✉1❡♠❡♥+, ❬❙❤✐❤ ✶✾✾✵❪✳

▼❛♥② ♦❢ +❤❡ ❛❜♦✈❡ 1❡,✉❧+, ❛1❡ ❝♦11♦❜♦1❛+❡❞ ❛♥❞ ❡①+❡♥❞❡❞ ❜② ♥✉♠❡1✐❝❛❧ ,✐♠✉❧❛+✐♦♥,✱

❢♦1 ✇❤✐❝❤ ,+❡❛❞②✲1❛+❡ ❡①♣❡1✐♠❡♥+, 1❡♣1❡,❡♥+ ❛ ♣❛1+✐❝✉❧❛1❧② ❝♦♥✈❡♥✐❡♥+ ❢1❛♠❡✇♦1❦✳ ❋♦1

❡①❛♠♣❧❡✱ +❤❡ ✇♦1❦ ♦❢ L❛1❦ ❡! ❛❧✳ ❬L❛1❦ ✷✵✶✸✱ L❛1❦ ✷✵✶✼❪ ❛❣1❡❡, ♦♥ +❤❡ ♦❜,❡1✈❛+✐♦♥ ♦❢

❛ ,+1✉❝+✉1❛❧ ❛♥✐,♦+1♦♣② ✉♥❞❡1 ,❤❡❛1✱ ✇❤✐❝❤ 1❡❛❝❤❡, ✐+, ♠❛①✐♠✉♠ ❛+ ②✐❡❧❞✐♥❣✱ ✇❤❡1❡❛,

❇♦1♦♠❛♥❞ ❡! ❛❧✳ ❬❇♦1♦♠❛♥❞ ✷✵✶✼❪ ❢♦❝✉, ♦♥ ❜♦♥❞ ❞✐,+1✐❜✉+✐♦♥ ❛, ❛♥ ❡✣❝✐❡♥+ ✇❛② +♦

❝❤❛1❛❝+❡1✐③❡ γ̇✲❞❡♣❡♥❞❡♥+ ,+1✉❝+✉1❛❧ ❡✈♦❧✉+✐♦♥ ❞✉1✐♥❣ ,❤❡❛1✳ ■♥ +❤❡ ,❛♠❡ ✈❡✐♥✱ ❈♦❧♦♠❜♦

❛♥❞ ❉❡❧ ●❛❞♦ ❬❈♦❧♦♠❜♦ ✷✵✶✹❪ ❢♦❧❧♦✇ +❤❡ ❜♦♥❞ ❜1❡❛❦✐♥❣ ❛♥❞ 1❡❢♦1♠❛+✐♦♥✱ ❡♠♣❤❛,✐③✐♥❣

+❤❡ 1❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ ❜♦♥❞ ♦1✐❡♥+❛+✐♦♥ 1❡❧❛+✐✈❡ +♦ ,❤❡❛1✳ ■♥ ❛❣1❡❡♠❡♥+ ✇✐+❤ ▼❛,,❝❤❛❡❧❡ ❡!

❛❧✳✱ +❤❡② ,❤♦✇ +❤❛+ ❜♦♥❞ ❜1❡❛❦✐♥❣ ♦♥❧② ,+❛1+, ♦❝❝✉11✐♥❣ ❜❡②♦♥❞ ✸✵✪ ❞❡❢♦1♠❛+✐♦♥✱ ❛♥❞

+❤❛+ +❤❡ ♦♥,❡+ ♦❢ ❜♦♥❞ ❜1❡❛❦✐♥❣ ✐, ❝♦♥♥❡❝+❡❞ +♦ +❤❡ ♦✈❡1,+1❡+❝❤✐♥❣ ♦❢ +❤❡ ✇❡❛❦❡,+ ❝❤❛✐♥,✱

✇❤❡1❡ +❤❡ ,+1❡,, ❣❡+, ❧♦❝❛❧✐③❡❞✳ ■♥+❡1❡,+✐♥❣❧②✱ +❤❡ ❛✉+❤♦1, ❛❧,♦ ❞✐,❝✉,, +❤❡ ♠✐❝1♦,❝♦♣✐❝

1❡✈❡1,✐❜✐❧✐+② ♦❢ +❤❡ ❞❡❢♦1♠❛+✐♦♥✱ ❜② ✐♥✈❡1+✐♥❣ +❤❡ ,❤❡❛1 ❞✐1❡❝+✐♦♥ ❛❢+❡1 1❡❛❝❤✐♥❣ ❛ ❣✐✈❡♥

,+1❛✐♥ γinv ❛♥❞ ❜1✐♥❣✐♥❣ ❜❛❝❦ +❤❡ ,②,+❡♠ +♦ +❤❡ ✐♥✐+✐❛❧ γ = 0 ,+❛+❡✳ ❆ ❝♦♠♣❛1✐,♦♥ ❜❡+✇❡❡♥

+❤❡ ,②,+❡♠ ❛+ +❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ❛♥❞ ❛+ +❤❡ ❡♥❞ ♦❢ +❤✐, ,+1❛✐♥ ❝②❝❧❡ ,❤♦✇, +❤❛+ ✐11❡✈❡1,✐❜❧❡

♥♦♥❛✣♥❡ ❞✐,♣❧❛❝❡♠❡♥+, ,+❛1+ +♦ ♦❝❝✉1 ❛1♦✉♥❞ γinv ≈ 10%✱ ,✐❣♥✐✜❝❛♥+❧② ❜❡❢♦1❡ +❤❡ ♦♥,❡+

♦❢ ❜♦♥❞ ❜1❡❛❦✐♥❣✳

■♥ ❝♦♥❝❧✉,✐♦♥✱ ✇❡ ❧❡❛1♥ ❢1♦♠ ,+❡❛❞②✲,❤❡❛1 1❛+❡ ❡①♣❡1✐♠❡♥+, +❤❛+ +❤❡ ②✐❡❧❞✐♥❣ ♦❢ ♥❡+✇♦1❦

❢♦1♠✐♥❣ ,②,+❡♠, ,✉❝❤ ❛, ♣❤②,✐❝❛❧ ❣❡❧, ❝❛♥ ♦❝❝✉1 ✐♥ ❛ ❜1✐++❧❡✲❧✐❦❡ ❢❛,❤✐♦♥ ✉♥❞❡1 ,♣❡❝✐✜❝

❝♦♥❞✐+✐♦♥,✳ ❇1✐++❧❡ 1✉♣+✉1❡ ✐, ❛,,♦❝✐❛+❡❞ ✇✐+❤ ❛ ,✉❞❞❡♥ ❞1♦♣ ♦❢ +❤❡ ♠❡❛,✉1❡❞ ,+1❡,,✱ ✇❤✐❝❤

✐, ❝❛✉,❡❞ ❜② ❛ ❝❛,❝❛❞❡ ♦❢ ❜1❡❛❦✲✉♣ ❡✈❡♥+, ✇❡❛❦❡♥✐♥❣ +❤❡ ,+1❡,,✲❜❡❛1✐♥❣ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♦❢ +❤❡

♥❡+✇♦1❦ ❛♥❞ +1✐❣❣❡1✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✐♥,+❛❜✐❧✐+②✳ ❚❤✐, ♦❝❝✉1, ❛+ ❛ ❝❤❛1❛❝+❡1✐,+✐❝ ❧❡♥❣+❤,❝❛❧❡

❡G✉❛❧ +♦ +❤❡ ♥❡+✇♦1❦ ♠❡,❤ ,✐③❡✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦1 ❛ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ❣❡❧ ❝♦11❡,♣♦♥❞, +♦ +❤❡ ,✐③❡ ♦❢ +❤❡

❢1❛❝+❛❧ ❝❧✉,+❡1✳ ❉✉1✐♥❣ +❤❡ ❞❡❢♦1♠❛+✐♦♥ ♣1❡❧✉❞✐♥❣ 1✉♣+✉1❡✱ ,✉❝❤ ♠❛+❡1✐❛❧, ❡①❤✐❜✐+ ♠✐♥♦1

,+1✉❝+✉1❛❧ 1❡❛11❛♥❣❡♠❡♥+✱ ❛♥❞ +❤❡ ♥❡+✇♦1❦ ❝♦♥♥❡❝+✐✈✐+② ✐, ♠♦,+❧② ♣1❡,❡1✈❡❞✳ ❆+ +❤❡ ,❛♠❡

+✐♠❡✱ ,+1❛✐♥ ❤❛1❞❡♥✐♥❣ ✐, ♦❜,❡1✈❡❞ ✐♥ +❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ 1❡,♣♦♥,❡✱ ❛♥❞ ✐+ ✐, ❛,,♦❝✐❛+❡❞ +♦ +❤❡

♦1✐❡♥+❛+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ❣❡❧ ♥❡+✇♦1❦ ✐♥ +❤❡ ,❤❡❛1 ❞✐1❡❝+✐♦♥✳

❆ G✉❡,+✐♦♥ +❤❛+ 1❡♠❛✐♥, +♦ ❛ ❧❛1❣❡ ❡①+❡♥+ ♦♣❡♥ ❝♦♥❝❡1♥, +❤❡ ❛♠♦✉♥+ ♦❢ ❜♦♥❞ ❜1❡❛❦✐♥❣
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'❤❡ ♣0♦❜❧❡♠ ✐2 ❝♦♠♣❧✐❝❛'❡❞ ❜② '❤❡ ❢❛❝' '❤❛' 2'0✉❝'✉0❛❧ ❞❡❢❡❝'2 ❛0❡ ♥♦' ❛2 ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞

❬❲✐❞♠❡0✲❈♦♦♣❡0 ✷✵✵✾✱ ❙❝❤♦❡♥❤♦❧③ ✷✵✶✹❪✳ ■♥ ♣❛0'✐❝✉❧❛0✱ ❛♠♦0♣❤♦✉2 ♠❛'❡0✐❛❧2 ❛0❡ ♦❢'❡♥

✈✐2❝♦❡❧❛2'✐❝✱ '❤✉2 ❛ '✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥' 0❡2♣♦♥2❡ ♠❛② ❛0✐2❡ ❛2 ✇❡❧❧ ❛2 ❛ 2✐♠♣❧❡ ❝♦♥2❡R✉❡♥❝❡

♦❢ ❧✐♥❡❛0 ✈✐2❝♦❡❧❛2'✐❝✐'②✱ ✐♥ ❛❜2❡♥❝❡ ♦❢ ❞❛♠❛❣❡ ♦0 ♣❧❛2'✐❝ ❡✈❡♥'2✳ ❉❡❝♦✉♣❧✐♥❣ '❤❡ '✇♦ ❝♦♥✲

'0✐❜✉'✐♦♥2 ✐2 ❣❡♥❡0❛❧❧② ❢❛0 ❢0♦♠ '0✐✈✐❛❧✱ ❛❧❧ '❤❡ ♠♦0❡ 2✐♥❝❡ 2❡✈❡0❛❧ ♠♦❞❡❧2✱ ❜❛2❡❞ ♦♥ 0❛❞✐✲

❝❛❧❧② ❞✐✛❡0❡♥' ❛22✉♠♣'✐♦♥2✱ ❢0♦♠ ♣✉0❡ ❧✐♥❡❛0 ✈✐2❝♦❡❧❛2'✐❝✐'② ❬▼❛✐♥❛0❞✐ ✷✵✶✵✱ ❍✐❧❢❡0 ✷✵✵✵✱

❋0✐❡❞0✐❝❤ ✶✾✾✶✱ ❍❡②♠❛♥2 ✶✾✾✹❪✱ '♦ ♣✉0❡ ♣❧❛2'✐❝✐'② ❬!0❛❞❤❛♥ ✷✵✵✺✱ ❊②0✐♥❣ ✶✾✸✻✱ ❩❛♣✲

♣❡0✐ ✷✵✵✵✱ ❇♦❝R✉❡' ✷✵✵✾❪✱ '♦ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛'✐♦♥ ♦❢ ❜♦'❤ ❬❑✉♥ ✷✵✵✸✱ ❏❛❣❧❛ ✷✵✶✶❪✱ ❝❛♥ ❡R✉❛❧❧②

❛❝❝♦✉♥' ❢♦0 '❤❡ ♦❜2❡0✈❡❞ ♠❛❝0♦2❝♦♣✐❝ ❞❡❢♦0♠❛'✐♦♥✳

■♥ ❣❡♥❡0❛❧✱ ✐♥ '❤❡ ❧✐♠✐' ♦❢ 2♠❛❧❧ ❛♣♣❧✐❡❞ 2'0❡22❡2✱ ❛♥❞ ❝♦♥2❡R✉❡♥'❧② 2♠❛❧❧ ❞❡❢♦0♠❛'✐♦♥2✱

❝0❡❡♣ ✐2 ❧✐♥❡❛0 ✈✐2❝♦❡❧❛2'✐❝✿ '❤❡ ♠❡❛2✉0❡❞ ❞❡❢♦0♠❛'✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡2❝0✐❜❡❞ ✐♥ '❡0♠2 ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛0

❝0❡❡♣ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❛0❡❞ ✇✐'❤ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥' ♠❡❛2✉0❡♠❡♥'2 ✐♥ '❤❡ ❧✐♥❡❛0

0❡❣✐♠❡✱ 2❛② ✐♥ '❤❡ ❢0❡R✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ❬❊✈❛♥2 ✷✵✵✾❪✳ ❚❤✐2 ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧♦✐'❡❞ ✐♥ ♦0❞❡0 '♦



✷✷ ❈❤❛♣%❡' ✶✳ ▼♦%✐✈❛%✐♦♥ ❛♥❞ ❙%❛%❡ ♦❢ ❆'%

♣!♦❜❡ ❧✐♥❡❛! ✈✐*❝♦❡❧❛*,✐❝ ♣!♦❝❡**❡* ♦❝❝✉!!✐♥❣ ♦♥ ,✐♠❡*❝❛❧❡* ,♦♦ ❧♦♥❣ ,♦ ❜❡ ❝❤❛!❛❝,❡!✐③❡❞

❜② ♦*❝✐❧❧❛,♦!② !❤❡♦❧♦❣② ✭❝❢✳ ❝❤❛♣,❡! ✺✮✳ ❯♣♦♥ ✐♥❝!❡❛*✐♥❣ ,❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ *,!❡**✱ ❤♦✇❡✈❡!✱

❛♥ ❛❞❞✐,✐♦♥❛❧ ❝♦♥,!✐❜✉,✐♦♥ ,♦ *,!✉❝,✉!❛❧ !❡❧❛①❛,✐♦♥ ✐* ✐♥,!♦❞✉❝❡❞ ❜② ❡♠❡!❣✐♥❣ ♥♦♥❧✐♥❡❛!

♣!♦❝❡**❡*✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞ ,♦ ❢❛*,❡! ✭*❤❡❛! ,❤✐♥♥✐♥❣✮ ✢♦✇ ✐♥ ,❤❡ *,❡❛❞② *,❛,❡ ♦❜*❡!✈❡❞ ✐♥ ,❤❡

❧♦♥❣ ,✐♠❡ ❧✐♠✐, ❬❊!✇✐♥ ✷✵✶✵❪✳

❋✐❣✉'❡ ✶✳✽✿ ❚②♣✐❝❛❧ ❛*♣❡❝, ♦❢ ❞❡❢♦!♠❛,✐♦♥ ✈* ,✐♠❡ ❝✉!✈❡* ❢♦! ❞✐✛❡!❡♥, *,!❡** ❧❡✈❡❧*

σ ✭✐♥❝!❡❛*✐♥❣ ❢!♦♠ ❜♦,,♦♠ ,♦ ,♦♣✮ ❛♣♣❧✐❡❞ ,♦ ,❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ *♦❢,✲❥❛♠♠❡❞ *②*,❡♠*✿ ✭❛✮

▼✉*,❛!❞✱ ✭❜✮ ❇❡♥,♦♥✐,❡ *✉*♣❡♥*✐♦♥✱ ✭❝✮ ❍❛✐! ❣❡❧✳ ❚❤❡ ✐♥❝❧✐♥❡❞ ❞♦,,❡❞ ❧✐♥❡ ✐* ,❤❡ ❝✉!✈❡ ♦❢

*❧♦♣❡ ✶✳ ❆❞❛♣,❡❞ ❢!♦♠ ❬❈♦✉**♦, ✷✵✵✻❪✳

❚❤✐* ✐* ❞✐*❝✉**❡❞ ✐♥ ❞❡,❛✐❧ ❜② ❈♦✉**♦, ❡! ❛❧✳ ❬❈♦✉**♦, ✷✵✵✻❪✱ ✇❤♦ ✐♥,!♦❞✉❝❡ ,❤❡ ❝♦♥❝❡♣,

♦❢ ✈✐*❝♦*✐,② ❜✐❢✉!❝❛,✐♦♥ ,♦ ❡①♣❧❛✐♥ ,❤❡ ❡①♣❡!✐♠❡♥,❛❧ ♦❜*❡!✈❛,✐♦♥ ,❤❛, ❢♦! ❛ *♠❛❧❧ ✐♥❝!❡❛*❡

✐♥ ,❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ *,!❡** σ ❢!♦♠ ❜❡❧♦✇ ,♦ ❛❜♦✈❡ ❛ ❣✐✈❡♥ ,❤!❡*❤♦❧❞ σy ✭,❤❡ *♦✲❝❛❧❧❡❞ ②✐❡❧❞ *,!❡**✮

,❤❡ *,❡❛❞②✲*,❛,❡ *❤❡❛! !❛,❡ ✐♥❝!❡❛*❡* ❢!♦♠ ③❡!♦ ✐♥ ,❤❡ *♦❧✐❞ !❡❣✐♠❡ ✭σ < σy✮ ,♦ ❛ ✜♥✐,❡

✈❛❧✉❡✱ ❛♣♣❛!❡♥,❧② ❧❛!❣❡! ,❤❛♥ ❛ ❝!✐,✐❝❛❧ *,!❛✐♥ !❛,❡ γ̇c ✭❋✐❣✳ ✶✳✽✮✳ ❚❤✐* ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❛♣♣❡❛!*

,♦ ❛♣♣❧② R✉✐,❡ ❣❡♥❡!❛❧❧② ,♦ ❛ ❝❧❛** ♦❢ ②✐❡❧❞ *,!❡** ✢✉✐❞* ✇❤✐❝❤ ❛!❡ ❝❛❧❧❡❞ ,❤✐①♦,!♦♣✐❝✳

❍♦✇❡✈❡!✱ ❢!♦♠ ❋✐❣✳ ✶✳✽ ✐, ✐* ❝❧❡❛! ,❤❛, ,❤❡ *,❡❛❞② *,❛,❡ ✐* ♥♦, !❡❛❝❤❡❞ ✐♥*,❛♥,❛♥❡♦✉*❧② ❛♥❞

,❤❛, ,!❛♥*✐❡♥, !❡❣✐♠❡*✱ ❡✳❣✳ *❡♣❛!❛,✐♥❣ *♦❧✐❞❧✐❦❡ ❜❡❤❛✈✐♦! ❛, !❡*, ❢!♦♠ ❧✐R✉✐❞❧✐❦❡ ❜❡❤❛✈✐♦!

❜❡②♦♥❞ ②✐❡❧❞✐♥❣✱ ❝♦♥✈❡② ,!❡♠❡♥❞♦✉* ♣❤②*✐❝❛❧ ✐♥❢♦!♠❛,✐♦♥ ♦♥ ,❤❡ ②✐❡❧❞✐♥❣ ♣!♦❝❡**✳ ■♥

♣❛!,✐❝✉❧❛!✱ ❈♦✉**♦, ❡! ❛❧✳ !❡♠❛!❦ ,❤❛, ✐♥ *♦♠❡ ❝❛*❡*✱ ❝❧♦*❡ ,♦ ,❤❡ ②✐❡❧❞ *,!❡**✱ ,❤❡ ✐♥❞✉❝,✐♦♥

,✐♠❡ ❝❛♥ ❡①❝❡❡❞ ,❤❡ ❡①♣❡!✐♠❡♥, ❞✉!❛,✐♦♥✱ ❛♥❞ ,❤❛, ✐♥ ,❤♦*❡ ❝❛*❡* ✐, ✐* ❞✐✣❝✉❧, ,♦ *❛②

✇❤❡,❤❡! ,❤❡ ♠❛,❡!✐❛❧ ✇✐❧❧ ✉❧,✐♠❛,❡❧② *,♦♣ ♦! !❡❛❝❤ ❛ *,❡❛❞② ✢♦✇ ♦✈❡! ✈❡!② ❧♦♥❣ ,✐♠❡*✳

❚❤❡ ,!❛♥*✐❡♥, ❝!❡❡♣ ❞❡❢♦!♠❛,✐♦♥ ❜❡❢♦!❡ ✢✉✐❞✐③❛,✐♦♥ ✐* ❛❞❞!❡**❡❞ ❢♦! ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ,❤❡

✇♦!❦ ♦❢ ❙✐❡❜❡♥❜✉!❣❡! ❡! ❛❧✳ ♦♥ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ❣❧❛**❡* ❬❙✐❡❜❡♥❜W!❣❡! ✷✵✶✷❪✳ ❚❤❡✐! ❞❛,❛ ✭❋✐❣✳ ✶✳✾✮

*❤♦✇ ❞✐*,✐♥❝, !❡❣✐♠❡*✿ ✭✐✮ ❛♥ ✐♥✐,✐❛❧ ,!❛♥*✐❡♥,✱ ❞♦♠✐♥❛,❡❞ ❜② ,❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡,✇❡❡♥ *❛♠♣❧❡

✈✐*❝♦❡❧❛*,✐❝✐,② ❛♥❞ ✐♥❡!,✐❛ ♦❢ ,❤❡ ♠❡❛*✉!❡♠❡♥, ,♦♦❧ ✭❝❛❧❧❡❞ ❝!❡❡♣ !✐♥❣✐♥❣ ❬❊✇♦❧❞, ✷✵✶✺❪✮✱

✐* ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ✭✐✐✮ ❛ ✜!*, ❧✐♥❡❛! ✈✐*❝♦❡❧❛*,✐❝ !❡*♣♦♥*❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦!!❡*♣♦♥❞* ,♦ ❛ R✉❛*✐✲♣❧❛,❡❛✉

✐♥ ,❤❡ ♠❡❛*✉!❡❞ ❞❡❢♦!♠❛,✐♦♥✳ ▲❛,❡! ♦♥✱ ♣❧❛*,✐❝ ❞❡❢♦!♠❛,✐♦♥ ✐* ♦❜*❡!✈❡❞✱ ❛♥❞ ,❛❦❡* ❞✐✛❡!✲

❡♥, ❢♦!♠* ❛❝❝♦!❞✐♥❣ ,♦ ,❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ *,!❡** σ✳ ❆, ❧❛!❣❡ σ✱ ❛ *,❡❛❞② *,❛,❡ ❝❤❛!❛❝,❡!✐③❡❞ ❜②

✈✐*❝♦♣❧❛*,✐❝ ✢♦✇ ✭✐✐✐✮ ✐* !❡❛❝❤❡❞ ❛❢,❡! ❛ *✉♣❡!❧✐♥❡❛! ❞❡❢♦!♠❛,✐♦♥ !❡❣✐♠❡ ✭✐✈✮✱ ✇❤❡!❡❛* ❛,

❧♦✇ σ *✉❜❧✐♥❡❛! ❝!❡❡♣ ❝♦♥,✐♥✉❡* ✐♥❞❡✜♥✐,❡❧② ✭✈✮✿ ❝!❡❡♣ ❛♣♣❡❛!* ,♦ ❜❡ ❧♦❣❛!✐,❤♠✐❝ ✐♥ ,❤❡

❧♦♥❣ ,✐♠❡ ❧✐♠✐,✱ ❜✉, ❜❡❢♦!❡ ,❤❛, ❛ ♣♦✇❡!✲❧❛✇ ,!❛♥*✐❡♥, ✐* ❛❧*♦ ❢♦✉♥❞✱ ✇❤♦*❡ ❞✉!❛,✐♦♥ ♠❛②

❡①,❡♥❞ ,♦ ♥❡❛!❧② ♦♥❡ ✇❡❡❦ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ *❛♠♣❧❡ ❛❣❡✳ ❲❤❡!❡❛* ♥♦ !❡❛❧ ❡①♣❧❛♥❛,✐♦♥ ✐* ❣✐✈❡♥



✶✳✸✳ ❙$❛$❡ ♦❢ $❤❡ ❛*$ ✷✸

❋✐❣✉*❡ ✶✳✾✿ ❈♦❧❧♦✐❞❛❧ ❣❧❛''✳ ✭❛✮ ❉❡❢♦.♠❛0✐♦♥ γ(t) ❢♦. ✐♥❝.❡❛'✐♥❣ ❛♣♣❧✐❡❞ '0.❡'' ✭❞✐✛❡.❡♥0

❝♦❧♦.' ❢.♦♠ ❜♦00♦♠ 0♦ 0♦♣✮✱ ❛♥❞ ✐♥❝.❡❛'✐♥❣ ✇❛✐0✐♥❣ 0✐♠❡' ❛❢0❡. '❤❡❛.✲✐♥❞✉❝❡❞ .❡❥✉✈❡♥❛0✐♦♥

✭❢♦. ❡❛❝❤ ❝♦❧♦.✱ ✐♥❝.❡❛'✐♥❣ ❢.♦♠ ❧❡❢0 0♦ .✐❣❤0✮✳ ❚✐♠❡ ✐' .❡'❝❛❧❡❞ ✉'✐♥❣ 0❤❡ ❞✐✛✉'✐♦♥ 0✐♠❡ τ0 =

R2/D0 = 4♠' ✭R ❜❡✐♥❣ 0❤❡ ♣❛.0✐❝❧❡ .❛❞✐✉' ❛♥❞ D0 ❜❡✐♥❣ 0❤❡ ❢.❡❡ ❞✐✛✉'✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥0✮✳ ❚❤❡

❞✐✛❡.❡♥0 .❡❣✐♠❡' ❞❡'❝.✐❜❡❞ ✐♥ 0❡①0 ❛.❡ ♠❛.❦❡❞ ✇✐0❤ .♦♠❛♥ ❧❛❜❡❧' ✭✐✮✲✭✈✮✳ ✭❜✮ ❆''♦❝✐❛0❡❞

♥♦.♠❛❧✐③❡❞ '❤❡❛. .❛0❡ γ̇(t)τ0✳ ❉❛'❤✲❞♦00❡❞ ❧✐♥❡✿ ❆♥❞.❛❞❡ ❝.❡❡♣ ❧❛✇✱ γ̇(t) ∼ t−2/3
❀ ❞❛'❤❡❞✿

❧♦❣❛.✐0❤♠✐❝ ❝.❡❡♣✱ γ̇(t) ∼ 1/t✳ ❊①0.❛❝0❡❞ ❢.♦♠ ❬❙✐❡❜❡♥❜H.❣❡. ✷✵✶✷❪✳

❢♦. 0❤❡ 0.❛♥'✐❡♥0 ♣♦✇❡. ❧❛✇ ❝.❡❡♣✱ 0❤❡ ❛✉0❤♦.' ♣.♦♣♦'❡ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛. ♠♦❞❡❧ ❛❝❝♦✉♥0✐♥❣ ❢♦.

0❤❡ ❧♦❣❛.✐0❤♠✐❝ ❝.❡❡♣✱ ❜❛'❡❞ ♦♥ 0❤❡ ❛''✉♠♣0✐♦♥ 0❤❛0 0❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛. .❡❧❛①❛0✐♦♥ ♠♦❞✉❧✉' ✐'

❞❡'❝.✐❜❡❞ ❜② ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛. ❣❡♥❡.❛❧✐③❡❞ ▼❛①✇❡❧❧ ♠♦❞❡❧ ❬❱♦✐❣0♠❛♥♥ ✷✵✶✶❪✱ ✇❤♦'❡ ❡''❡♥0✐❛❧

✐♥❣.❡❞✐❡♥0 ✐' 0❤❛0 ✐♥ 0❤❡ ❤✐❣❤ '❤❡❛. .❛0❡ ❧✐♠✐0 0❤❡ ♠❛0❡.✐❛❧ ❞✐'♣❧❛②' '❤❡❛. 0❤✐♥♥✐♥❣ ❛' ❛

'✐♠♣❧❡ ②✐❡❧❞ '0.❡'' ✢✉✐❞ ✭η ∝ γ̇−1
✮✳ ❖0❤❡. ♠♦❞❡❧' ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❧✐0❡.❛0✉.❡✱ .❡❧❛0✐♥❣

0❤❡ ❧♦❣❛.✐0❤♠✐❝ ❝.❡❡♣ 0♦ ♠♦.❡ ♠✐❝.♦'❝♦♣✐❝ R✉❛♥0✐0✐❡' ❧✐❦❡ 0❤❡ ❛❝0✐✈❛0✐♦♥ ❡♥❡.❣② ❢♦. ♣❧❛'✲

0✐❝ .❡❛..❛♥❣❡♠❡♥0'✳ ◆❛❜❛..♦ .❡✈✐❡✇' 0✇♦ ♦❢ 0❤❡♠✱ 0❤❡ ✇♦.❦✲❤❛.❞❡♥✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ 0❤❡

❡①❤❛✉'0✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❬◆❛❜❛..♦ ✷✵✵✶❪✳ ❚❤❡'❡ ♠♦❞❡❧' ✇❡.❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ 0♦ ❞❡'❝.✐❜❡ 0❤❡ ❞❡❢♦.♠❛✲

0✐♦♥ ♦❢ ❣.❛♥✉❧❛. ♠❛0❡.✐❛❧'✱ ❛♥❞ ❛.❡ ❡''❡♥0✐❛❧❧② ❡❧❛'0♦✲♣❧❛'0✐❝✱ ✇✐0❤ ♥♦ ❛❝❝♦✉♥0 ❢♦. ❧✐♥❡❛.

✈✐'❝♦❡❧❛'0✐❝ ❞❡❢♦.♠❛0✐♦♥✳ ❲✐0❤♦✉0 ❡♥0❡.✐♥❣ ✐♥0♦ ❞❡0❛✐❧'✱ ✇❡ ♦❜'❡.✈❡ 0❤❛0 0❤❡ ❛♠♦✉♥0 ♦❢

❞✐✛❡.❡♥0 ♠♦❞❡❧' ❡①✐'0❡♥0 ✐♥ ❧✐0❡.❛0✉.❡ ❛♥❞ ♣.♦❞✉❝✐♥❣ ✐❞❡♥0✐❝❛❧ ♣.❡❞✐❝0✐♦♥' ❢♦. 0❤❡ .❤❡♦❧♦❣②

'❤♦✉❧❞ ❜❡ .❡❣❛.❞❡❞ ❛' ❛♥ ✐♥❞✐❝❛0✐♦♥ 0❤❛0 ✐0 ♠❛② ❜❡ ❤❛.❞ 0♦ ❣❡0 ❛ 0.✉❡ ♠✐❝.♦'❝♦♣✐❝ ✐♥'✐❣❤0

❢.♦♠ ♠❛❝.♦'❝♦♣✐❝ ♠❡❛'✉.❡♠❡♥0' ❛❧♦♥❡✳

■♥ 0❤✐' .❡❣❛.❞✱ ❛♥ ✐♥'0.✉❝0✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✐' ❞✐'❝✉''❡❞ ❜② ❈❤V.✐W.❡ ❡! ❛❧✳✱ ❢♦. 0❤❡ 0♦.'✐♦♥❛❧

❝.❡❡♣ ♦❢ X▼▼❆✱ ❛ ♣♦❧②♠❡. ❣❧❛'' ❬❈❤❡.✐❡.❡ ✶✾✾✼❪✿ ❛0 ❧♦✇ 0❡♠♣❡.❛0✉.❡' ❛ '✐♠♣❧❡ ❧♦❣❛.✐0❤✲

♠✐❝ ❝.❡❡♣ ✐' ♦❜'❡.✈❡❞✱ ❜✉0 ❛' 0❡♠♣❡.❛0✉.❡ ✐' ✐♥❝.❡❛'❡❞ 0❤❡ ✜.'0 ❧♦❣❛.✐0❤♠✐❝ ❝.❡❡♣ .❡❣✐♠❡



✷✹ ❈❤❛♣&❡( ✶✳ ▼♦&✐✈❛&✐♦♥ ❛♥❞ ❙&❛&❡ ♦❢ ❆(&

❋✐❣✉(❡ ✶✳✶✵✿  ♦❧②♠❡& ❣❧❛))✳ ✭❛✮ ❊①♣❡&✐♠❡♥2❛❧ ❝&❡❡♣ ❛♥❞ &❡❝♦✈❡&② ❛2 ✾✵

◦
❈✳ ❈&❡❡♣ ✐)

♣❛&2❧② &❡❝♦✈❡&❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥✐2✉❞❡ ♦❢ 2❤❡ &❡❝♦✈❡&❛❜❧❡ ❝&❡❡♣ ✐) JR,max❀ 2❤✐) ❛❧❧♦✇) ❞❡2❡&✲

♠✐♥❛2✐♦♥ ♦❢ 2❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ JR(tf ) &❡❛❝❤❡❞ ❜② 2❤❡ &❡❝♦✈❡&❛❜❧❡ ❝&❡❡♣ ❛2 t = tf ✳

✭❜✮ ❇❡②♦♥❞ ♦❢ 2❤❡ ❡♥❞ ♦❢ 2❤❡ ❧♦❣❛&✐2❤♠✐❝ ❝&❡❡♣✱ tc = 500 )✱ ❛♥❛❧②)✐) ♦❢ 2❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥2❛❧

❝&❡❡♣ ❝✉&✈❡ ♦❜2❛✐♥❡❞ ❜② ❛❞❞✐2✐♦♥ ♦❢ 2✇♦ ❝&❡❡♣ ❝♦♥2&✐❜✉2✐♦♥)✿ ❛ &❡❝♦✈❡&❛❜❧❡ ❝&❡❡♣ ❞❡❞✉❝❡❞

❝&❡❡♣ &❡❝♦✈❡② ❛♥❞ ❛ ♥♦♥&❡❝♦✈❡&❛❜❧❡ ❝&❡❡♣ ♦❜2❛✐♥❡❞ ❜② ❞✐✛❡&❡♥❝❡ ❢&♦♠ 2❤❡ 2♦2❛❧ ❝&❡❡♣✳

❊①2&❛❝2❡❞ ❢&♦♠ ❬❈❤❡&✐❡&❡ ✶✾✾✼❪✳

✐) ❡✈❡♥2✉❛❧❧② ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ♣♦✇❡&✲❧❛✇ &❡❣✐♠❡✳ ❆2 )2✐❧❧ ❤✐❣❤❡& 2❡♠♣❡&❛2✉&❡)✱ ❛♣♣&♦❛❝❤✐♥❣

2❤❡ ❣❧❛)) 2&❛♥)✐2✐♦♥ ❢&♦♠ ❜❡❧♦✇✱ ❛ 2❤✐&❞ &❡❣✐♠❡ ❢♦❧❧♦✇)✱ ❞❡)❝&✐❜❡❞ ❜② ❛ ❞✐✛❡&❡♥2 ♣♦✇❡&

❧❛✇✳ ❚❤✐) ✐) ❛♥❛❧♦❣♦✉) 2♦ 2❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦& ♦❢ ♠❛♥② ♠❡2❛❧) ❬❲②❛22 ✶✾✺✶❪✳ ❚❤❡ ♦&✐❣✐♥❛❧✐2② ♦❢

2❤❡ ✇♦&❦ ♦❢ ❈❤M&✐N&❡ ❡! ❛❧✳ ❝♦♥)✐)2) ✐♥ ❛ 2❤♦&♦✉❣❤ ❞✐)❝✉))✐♦♥ ♦❢ 2❤❡ &❡❝♦✈❡&❛❜✐❧✐2② ♦❢ ❝&❡❡♣

❞❡❢♦&♠❛2✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐) ♣&♦❜❡❞ ❜② &❡❧❡❛)✐♥❣ 2❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ )2&❡)) ❛❢2❡& ❛ ❣✐✈❡♥ 2✐♠❡ ❛♥❞ ❜② ❢♦❧✲

❧♦✇✐♥❣ 2❤❡ &❡❧❛①❛2✐♦♥ ♦❢ 2❤❡ )2&❛✐♥✳ ■❢ 2❤❡ )2&❡)) ✐) &❡❧❡❛)❡❞ ❞✉&✐♥❣ 2❤❡ ❧♦❣❛&✐2❤♠✐❝ ❝&❡❡♣✱

2❤❡ ❛✉2❤♦&) ♦❜)❡&✈❡ ❛ ❧♦❣❛&✐2❤♠✐❝ )2&❛✐♥ &❡❝♦✈❡&②✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣❧❡2❡❧② &❡❝♦✈❡&) 2❤❡ ✐♥✐2✐❛❧

③❡&♦✲❞❡❢♦&♠❛2✐♦♥ )2❛2❡ ❛❢2❡& ❛ 2✐♠❡ ❡Q✉❛❧ 2♦ 2❤❡ 2✐♠❡ )♣❡♥2 ✉♥❞❡& )2&❡))✳ ❈♦♠♣❧❡2❡ &❡❝♦✈✲

❡&② ✐) ❛❧)♦ ❢♦✉♥❞ ✇❤❡♥ 2❤❡ )2&❡)) ✐) &❡❧❡❛)❡❞ ❞✉&✐♥❣ 2❤❡ ✜&)2 ♣♦✇❡&✲❧❛✇ ❝&❡❡♣✱ ❜✉2 ✐♥ 2❤✐)

❝❛)❡ 2❤❡ &❡❝♦✈❡&② ♣&♦❝❡)) 2❛❦❡) ❧♦♥❣❡& 2❤❛♥ 2❤❡ ❝&❡❡♣ 2✐♠❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ 2❤❡ )❡❝♦♥❞ ♣♦✇❡& ❧❛✇

❝&❡❡♣ ✐) ♦♥❧② ♣❛&2✐❛❧❧② &❡❝♦✈❡&❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡2❡ ♣✐❝2✉&❡ ✐) &❡♣&❡)❡♥2❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✶✵✳ ❙✉❝❤

♦❜)❡&✈❛2✐♦♥ ❛❜♦✉2 ♠❛❝&♦)❝♦♣✐❝ &❡✈❡&)✐❜✐❧✐2② ✐) ✈❡&② ✐♥2❡&❡)2✐♥❣✱ ❜❡❝❛✉)❡ ✐2 ✐) ❝♦♥2&❛&② 2♦

2❤❡ ✐♥2✉✐2✐✈❡ ♥♦2✐♦♥ ♦❢ ❝&❡❡♣ ❛) ♣&❡)❡♥2❡❞ ❜② 2❤❡ ♣&❡✈✐♦✉) ✇♦&❦)✳ ■♥ 2❤♦)❡ ✇♦&❦)✱ ❝&❡❡♣ ✇❛)

&❡❣❛&❞❡❞ ❛) 2❤❡ &❡)✉❧2 ♦❢ ❛ )❡&✐❡) ♦❢ ✐&&❡✈❡&)✐❜❧❡ )2&✉❝2✉&❛❧ &❡❛&&❛♥❣❡♠❡♥2)✱ ✇❤✐❝❤ )❤♦✉❧❞

❧❡❛✈❡ ❜❡❤✐♥❞ 2❤❡♠ ♥♦ ♦& ♠✐♥♦& ❞&✐✈✐♥❣ ❢♦&❝❡ ❢♦& &❡❝♦✈❡&✐♥❣ 2❤❡ ✉♥)2&❛✐♥❡❞ )2❛2❡ ♦♥❝❡ 2❤❡

♠❛❝&♦)❝♦♣✐❝ )2&❡)) ✐) &❡❧❡❛)❡❞✳ ❍❡&❡✱ ❜② ❝♦♥2&❛)2✱ 2❤❡ ❛✉2❤♦&) ❝♦&&❡❝2❧② ♣♦✐♥2 ♦✉2 2❤❛2

♣❧❛)2✐❝✐2② ♠✐❣❤2 ❜❡ &❡✈❡&)✐❜❧❡✱ ❛) ❧♦♥❣ ❛) 2❤❡ ♠❛✐♥ )2&❡)) ❜❡❛&✐♥❣ )2&✉❝2✉&❡ ✐) ♥♦2 ❞❛♠❛❣❡❞✿

✐♥ 2❤❛2 ❝❛)❡✱ ✉♣♦♥ )2&❡)) &❡❧❡❛)❡✱ 2❤❡ )②)2❡♠ ✇✐❧❧ ♠❛✐♥2❛✐♥ 2❤❡ 2❡♥❞❡♥❝② ♦❢ &❡❝♦✈❡&✐♥❣ ✐2)

✐♥✐2✐❛❧ &❡)2 )2❛2❡✳ ▼♦&❡♦✈❡&✱ 2❤✐) ❛❧)♦ ❡①♣❧❛✐♥) ✇❤② &❡❝♦✈❡&② ✐) ❛❧)♦ ❛ ❣&❛❞✉❛❧ ♣&♦❝❡))❡)✱

)✐♥❝❡ ✐2 ❝❛♥ ❛22❛✐♥ ❝♦♠♣❧❡2✐♦♥ ♦♥❧② ❛❢2❡& ❛ ♥✉♠❜❡& ♦❢ ♣❧❛)2✐❝ &❡❛&&❛♥❣❡♠❡♥2) ❝♦♠♣❛&❛❜❧❡

✇✐2❤ 2❤❡ ♦♥❡) 2❤❛2 ♦❝❝✉&&❡❞ ❞✉&✐♥❣ ❝&❡❡♣✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧❛✐♥) 2❤❡ )②♠♠❡2&② ❜❡2✇❡❡♥ 2❤❡ 2✇♦

♣&♦❝❡))❡) ❛) ♦❜)❡&✈❡❞ ❜② &❤❡♦❧♦❣②✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ 2❤✐) ❧✐♥❡ ♦❢ 2❤♦✉❣❤2✱ 2❤❡ ❛✉2❤♦&) )♣❡❝✉❧❛2❡



✶✳✸✳ ❙$❛$❡ ♦❢ $❤❡ ❛*$ ✷✺

 ❤❛ ❡♥ ❛♥❣❧❡♠❡♥ ( ( ❛)  ♦ ❜❡ ❧♦( ♦♥❧② ❞✉)✐♥❣  ❤❡  ❤✐)❞ )❡❣✐♠❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐( ♦♥❧② ♣❛) ✐❛❧❧②

)❡❝♦✈❡)❡❞✳

❚❤❡ ♣♦ ❡♥ ✐❛❧ )❡❝♦✈❡)❛❜✐❧✐ ② ♦❢ ❝)❡❡♣ ✐( ❝♦♥❝❡♣ ✉❛❧❧② ✐♥ )✐❣✉✐♥❣ ❛♥❞ ❤✐❞❡( ❛ (✉❜ ❧❡

❞✐( ✐♥❝ ✐♦♥ ❜❡ ✇❡❡♥ )❡❝♦✈❡)❛❜✐❧✐ ② ♦❢ ♠❛❝)♦(❝♦♣✐❝ ( )❛✐♥ ❛♥❞ )❡✈❡)(✐❜✐❧✐ ② ♦❢  ❤❡ (✐♥❣❧❡

♠✐❝)♦(❝♦♣✐❝ ♣)♦❝❡((❡( ♦❝❝✉))✐♥❣ ✉♥❞❡) ❝)❡❡♣✳ ❋♦) ❡①❛♠♣❧❡✱ ♦♥❡ ♠❛② ✇♦♥❞❡) ✇❤❡ ❤❡)  ❤❡

✜♥❛❧ ( ❛ ❡ ❛❢ ❡) ❝♦♠♣❧❡ ❡ ( )❛✐♥ )❡❝♦✈❡)② ❝♦))❡(♣♦♥❞(  ♦  ❤❡ (❛♠❡ ♠✐❝)♦(❝♦♣✐❝ ❝♦♥✜❣✉✲

)❛ ✐♦♥ ❛(  ❤❡ ♦♥❡ ❜❡❢♦)❡ ( )❡(( ❛♣♣❧✐❝❛ ✐♦♥✳ ■♥  ❤✐( )❡❣❛)❞✱ (✉❝❤ ❛ ❞✐( ✐♥❝ ✐♦♥ ✐( ( )♦♥❣❧②

)❡❧❛ ❡❞ ✇✐ ❤  ❤❡ ❦❡② >✉❡( ✐♦♥( ♠❡♥ ✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❛♥❞ ❞❡(❡)✈❡( ❞❡❡♣❡) ✐♥✈❡( ✐❣❛ ✐♦♥✳ ■♥

♣❛) ✐❝✉❧❛)✱ ❋✐❣✳ ✶✳✶✵❜ )❡✈❡❛❧( ❛ )❛ ❤❡) ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞  )❛♥(✐ ✐♦♥ ❜❡ ✇❡❡♥ ❢✉❧❧② )❡❝♦✈❡)❛❜❧❡

❛♥❞ ♦♥❧② ♣❛) ✐❛❧❧② )❡❝♦✈❡)❛❜❧❡ ❝)❡❡♣✳ ❋)♦♠  ❤❛ (❛♠❡ ✜❣✉)❡✱ ✐ ✐( ❝❧❡❛)  ❤❛ ❛ ❝❧❡❛) ❞✐(✲

 ✐♥❝ ✐♦♥ ❜❡ ✇❡❡♥  ❤❡  ✇♦ )❡❣✐♠❡( ❝❛♥ ❤❛)❞❧② ❝♦♠❡ ❢)♦♠ ❛♥ ♦❜(❡)✈❛ ✐♦♥ ♦❢  ❤❡ (❤❛♣❡ ♦❢

 ❤❡ ❝)❡❡♣ ❝✉)✈❡✱ ❛♥❞  ❤❛ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥ ❛)② ♦❜(❡)✈❛ ✐♦♥( ♠❛② ❜❡ ✉(❡❢✉❧❧② ❝♦✉♣❧❡❞  ♦  ❤❡

♠❛❝)♦(❝♦♣✐❝ )❤❡♦❧♦❣②✳

❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✶✿ A)♦ ❡✐♥ ❣❡❧✳ ✭❛✮ ◆♦)♠❛❧✐③❡❞ (❤❡❛)✲)❛ ❡ )❡(♣♦♥(❡( γ̇(t)/γ̇min ❢♦) ❞✐✛❡)❡♥ 

✈❛❧✉❡( ♦❢  ❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ( )❡(( ❛♥❞ ♣❧♦  ❡❞ ❛( ❛ ❢✉♥❝ ✐♦♥ ♦❢  ❤❡ )❡(❝❛❧❡❞  ✐♠❡ t/τf ✱ ✇❤❡)❡ τf
✐(  ❤❡ ❢❛✐❧✉)❡  ✐♠❡ ❛♥❞ γ̇min ✐(  ❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ (❤❡❛) )❛ ❡ )❡❛❝❤❡❞ ❛ τmin✳ ■♥(❡ ✿ ▲✐♥❡❛)

✈✐(❝♦❡❧❛( ✐❝ ♠♦❞✉❧✐ G′
✭ ♦♣✮ ❛♥❞ G′′

✭❜♦  ♦♠✮ ❛( ❛ ❢✉♥❝ ✐♦♥ ♦❢ ❢)❡>✉❡♥❝② f ❢♦) ❛ ( )❛✐♥

❛♠♣❧✐ ✉❞❡ ♦❢ ✵✳✶✪✳ ❘❡❞ ❧✐♥❡( ❛)❡ ♣♦✇❡) ❧❛✇( G′ ∝ G′′ ∝ f 0.15
✳ ✭❜✮ ❙❛♠❡ ❞❛ ❛ ❛( ✐♥ ✭❛✮✱

❜✉ ✇✐ ❤  ❤❡  ✐♠❡ ❛①✐( ✐♥ ❧✐♥❡❛) (❝❛❧❡  ♦ ❡♠♣❤❛(✐③❡  ❤❡ (❡❝♦♥❞❛)② ❝)❡❡♣✳ ■♥(❡ ✿ τmin ✈(

τf ✳ ❚❤❡ )❡❞ ❧✐♥❡ ✐( τmin = 0.556τf ✳ ❊① )❛❝ ❡❞ ❢)♦♠ ❬▲❡♦❝♠❛❝❤ ✷✵✶✹❪✳

❋✉❧❧② )❡❝♦✈❡)❛❜❧❡ ❝)❡❡♣ ✇❛( ❛❧(♦ ❢♦✉♥❞ ❜② ▲❡♦❝♠❛❝❤ ❡! ❛❧✳ ♦♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡ ❡❧② ❞✐✛❡)❡♥ 

(②( ❡♠✱ ♥❛♠❡❧② ❛ ♣)♦ ❡✐♥ ❣❡❧ ❬▲❡♦❝♠❛❝❤ ✷✵✶✹❪✳ ■♥  ❤✐( ❝❛(❡✱  ❤❡ ❝)❡❡♣ ❞❡❢♦)♠❛ ✐♦♥ ✐(

❝❤❛)❛❝ ❡)✐③❡❞ ❜②  ❤)❡❡ )❡❣✐♠❡( ✭❋✐❣✳ ✶✳✶✶✮✱ ✇✐ ❤ ❛ ✜)( ♣♦✇❡)✲❧❛✇ ❝)❡❡♣ ✭❝❛❧❧❡❞ ♣)✐♠❛)②

❝)❡❡♣✮✱ ✇❤✐❝❤✱ ✉♥❞❡) ❧❛)❣❡ ❡♥♦✉❣❤ ( )❡((❡(✱ ✐( ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ (❡❝♦♥❞❛)② ❝)❡❡♣ ❝❤❛)❛❝ ❡)✐③❡❞

❜② ❛♥ ✉♣✇❛)❞ ❞❡✈✐❛ ✐♦♥ ❢)♦♠  ❤❡ ♣♦✇❡) ❧❛✇✱ ✇✐ ❤ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐♥  ❤❡ ❞❡❢♦)♠❛ ✐♦♥ )❛ ❡✱ ❛♥❞

✜♥❛❧❧② ❛  ❡) ✐❛)② ❝)❡❡♣✱ ✇❤❡)❡  ❤❡ ❞❡❢♦)♠❛ ✐♦♥ ❛❝❝❡❧❡)❛ ❡(✱ ❡①❤✐❜✐ ✐♥❣ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ♣♦✇❡)✲❧❛✇

❞✐✈❡)❣❡♥❝❡ ❛ ❛ ✜♥✐ ❡  ✐♠❡ tf ✇❤❡)❡ ♠❛❝)♦(❝♦♣✐❝ ❢❛✐❧✉)❡ ✐( ♦❜(❡)✈❡❞✳ ❚❤❡ ❛✉ ❤♦)( ✜♥❞  ❤❛ 

 ❤❡ ♣♦✇❡) ❧❛✇ ❝❤❛)❛❝ ❡)✐③✐♥❣ ♣)✐♠❛)② ❝)❡❡♣ ❝♦))❡(♣♦♥❞(  ♦  ❤❡ ❧✐♥❡❛) ❝)❡❡♣ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡

❛( ✐ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❢❡))❡❞ ❜② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥ ♠❡❛(✉)❡♠❡♥ ( ✭❋✐❣✳ ✶✳✶✶❛✱ ✐♥(❡ ✮✳ ❚❤✐( )✉❧❡( ♦✉ 



✷✻ ❈❤❛♣&❡( ✶✳ ▼♦&✐✈❛&✐♦♥ ❛♥❞ ❙&❛&❡ ♦❢ ❆(&

♠♦"# ♦❢ #❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐"♠" ✐♥✈♦❦❡❞ ❜② #❤❡ ❛❜♦✈❡ ✇♦1❦"✱ ✇❤❡1❡ "✐❣♥✐✜❝❛♥# ❝1❡❡♣ ✇❛" ♦♥❧②

♦❜"❡1✈❡❞ ✉♥❞❡1 ❧❛1❣❡ ❡♥♦✉❣❤ "#1❡""❡" ✭❝❢✳ ❋✐❣✳ ✶✳✽✮✱ ❛♥❞ ❝❛❧❧" ❢♦1 ❛ ❧✐♥❡❛1 ❞❡❢♦1♠❛#✐♦♥

♠❡❝❤❛♥✐"♠✱ ♣❡1❤❛♣" ✐♥"♣✐1❡❞ ❜② #❤❡ 1❤❡♦❧♦❣② ♦❢ ❝1✐#✐❝❛❧ ♣♦❧②♠❡1 ❣❡❧"✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧"♦ ❞✐"♣❧❛②

❡①#❡♥❞❡❞ ♣♦✇❡1 ❧❛✇" ❛" ❛ ❝♦♥"❡?✉❡♥❝❡ ♦❢ #❤❡✐1 ❢1❛❝#❛❧ "#1✉❝#✉1❡ ❬❆❞♦❧❢ ✶✾✾✵❪✳ ❆" ❛ ❢✉1#❤❡1

❝♦♥✜1♠❛#✐♦♥ ❢♦1 ❧✐♥❡❛1✐#②✱ #❤❡ ❛✉#❤♦1" ♣❡1❢♦1♠ ❛ "❡1✐❡" ♦❢ ❝1❡❡♣ ❛♥❞ 1❡❝♦✈❡1② #❡"#"✱ ❡❛❝❤

#✐♠❡ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣❧❡#❡ 1❡❝♦✈❡1②✱ ✇❤✐❝❤ "✉❣❣❡"#" #❤❛# ♥♦ ♦1 ♠✐♥♦1 ❞❛♠❛❣❡ ✐" ❝✉♠✉❧❛#❡❞

❜② #❤❡ ♠❛#❡1✐❛❧ ❞✉1✐♥❣ ♣1✐♠❛1② ❝1❡❡♣✳ ❚❤✉"✱ ✈❡1② ✐♥#❡1❡"#✐♥❣❧②✱ #❤❡ ❛✉#❤♦1" ♣♦✐♥# ♦✉# #❤❛#

#❤❡ ♦♥"❡# ♦❢ "❡❝♦♥❞❛1② ❝1❡❡♣ ✐♥ #❤❡ 1❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ "✐❣♥❛❧ ❝♦11❡"♣♦♥❞" ❛# ❛ ♠♦1❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥#❛❧

❧❡✈❡❧ #♦ #❤❡ ♦♥"❡# ♦❢ ✐11❡✈❡1"✐❜❧❡ ♣1♦❝❡""❡"✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥#1♦❞✉❝❡ ❛♥ ❛❞❞✐#✐♦♥❛❧ ❝♦♥#1✐❜✉#✐♦♥

#♦ #❤❡ ♠❛❝1♦"❝♦♣✐❝ ❞❡❢♦1♠❛#✐♦♥✱ ❡✈❡♥#✉❛❧❧② ❜❡❝♦♠✐♥❣ ♣1❡❞♦♠✐♥❛♥# ❞✉1✐♥❣ #❤❡ #❡1#✐❛1②

❝1❡❡♣✳ ❚❤✉"✱ ❛ ❝❧❡❛1 ❞❡#❡❝#✐♦♥ ♦❢ "✉❝❤ #1❛♥"✐#✐♦♥ ❤♦❧❞" #❤❡ ♣1♦♠✐"❡ ♦❢ ♣1♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ♠❡❛♥"

♦❢ ♣1❡❞✐❝#✐♥❣ #❤❡ ❢❛✐❧✉1❡ #✐♠❡ tf ❜❡❢♦1❡ #❤❡ ♠❛#❡1✐❛❧ ✐" ❡①❝❡""✐✈❡❧② ❞❛♠❛❣❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐" ❛

♣1♦❜❧❡♠ ♦❢ ❢✉♥❞❛♠❡♥#❛❧ ♣1❛❝#✐❝❛❧ ✐♥#❡1❡"#✳ ❚❤❡ ❛✉#❤♦1" ♣♦✐♥# ♦✉# #❤❛# ❛♥ ❛♥❛❧②"✐" ♦❢ #❤❡

"❤❛♣❡ ♦❢ #❤❡ γ̇(t) ❝✉1✈❡" ♠✐❣❤# ❛❧❧♦✇ "✉❝❤ ♣1❡❞✐❝#✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛" ✐# ✐" "❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✶✶❜✱

✐♥ ❡✈❡1② ❡①♣❡1✐♠❡♥# γ̇ ❡①❤✐❜✐#" ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛# ❛ #✐♠❡ tm "✐♠♣❧② 1❡❧❛#❡❞ #♦ tf ❜② ❛ ❧✐♥❡❛1

1❡❧❛#✐♦♥ ✭❋✐❣✳ ✶✳✶✶❜✱ ✐♥"❡#✮✿ ❛ ♠❡❛"✉1❡♠❡♥# ♦❢ tm ✇♦✉❧❞ ②✐❡❧❞ ❛ "#1❛✐❣❤#❢♦1✇❛1❞ ♣1❡❞✐❝#✐♦♥

♦❢ #❤❡ ❢❛✐❧✉1❡ #✐♠❡ tf ✳

❆♥ ❛♥❛❧♦❣♦✉" ❧✐♥❡❛1 1❡❧❛#✐♦♥ ✭✜1"# ❞❡#❡1♠✐♥❡❞ ❜② ▼♦♥❦♠❛♥ ❛♥❞ ●1❛♥# ✐♥ ✶✾✺✻ ❬▼♦♥❦♠❛♥ ✶✾✺✻❪✮

✐" ❛❧"♦ ❢♦✉♥❞ ♦♥ ❝♦♠♣♦"✐#❡ ♠❛#❡1✐❛❧" ✉♥❞❡1 #❡♥"✐❧❡ ❝1❡❡♣ ❬◆❡❝❤❛❞ ✷✵✵✺❜✱ ❘♦"#✐ ✷✵✶✵✱

❑♦✐✈✐"#♦ ✷✵✶✻❪✳ ■♥ ♣❛1#✐❝✉❧❛1✱ ❑♦✐✈✐"#♦ ❡! ❛❧✳ ❡①♣❧✐❝✐#❧② ❞✐"❝✉"" #❤❡ ♣♦""✐❜✐❧✐#② ♦❢ ❛❝❤✐❡✈✐♥❣

❛ 1♦❜✉"# ❢❛✐❧✉1❡ ♣1❡❞✐❝#✐♦♥ ❜❛"❡❞ ♦♥ #❤❡ ❞❡#❡❝#✐♦♥ ♦❢ tm ❬❑♦✐✈✐"#♦ ✷✵✶✻❪✳ ❚❤❡② "❤♦✇ #❤❛#

❞❡"♣✐#❡ ❜♦#❤ tm ❛♥❞ tf ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② "✉✛❡1 ❤✉❣❡ "❛♠♣❧❡ #♦ "❛♠♣❧❡ ✈❛1✐❛#✐♦♥"✱ #❤❡ 1❛#✐♦

tf/tm ✐" ✈❡1② ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ✭❛♥❞ ❡?✉❛❧ #♦ ✵✳✽✸ ✐♥ #❤❡✐1 ❝❛"❡✱ ✇❤❡1❡❛" ✐# ✐" ✵✳✺✺✻ ❢♦1 ▲❡♦❝✲

♠❛❝❤ ❡! ❛❧✳✮✱ ❛♥❞ ✐# #❤✉" 1❡♣1❡"❡♥#" ❛ ✈❡1② 1♦❜✉"# ❛♥❞ 1❡❧✐❛❜❧❡ ✐♥❞✐❝❛#♦1✳ ❍♦✇❡✈❡1✱ #❤❡

❛✉#❤♦1" ❛❧"♦ 1❡♠❛1❦ #❤❛# #❤❡ ❡①♣❡1✐♠❡♥#❛❧ ♠❡❛"✉1❡♠❡♥# ♦❢ tm ✐" ✐♥ ♣1❛❝#✐❝❡ ✈❡1② ❞❡❧✐❝❛#❡✱

❜❡❝❛✉"❡ ♦❢ ❜♦#❤ ❡①♣❡1✐♠❡♥#❛❧ ♥♦✐"❡ ❛♥❞ ✐♥#1✐♥"✐❝ ✢✉❝#✉❛#✐♦♥"✱ ❛♥❞ #❤❡② ❝♦♥❝❧✉❞❡ #❤❛# "✉❝❤

❛ ♠❡#❤♦❞ ❢♦1 ♣1❡❞✐❝#✐♥❣ tf ✇♦✉❧❞ ♥♦# ❜❡ ♣1❛❝#✐❝❛❧✳ ■♥ ❝♦♥❝❧✉"✐♦♥✱ #❤❡ ❛✉#❤♦1" ✐❞❡♥#✐❢② #✇♦

♠❛✐♥ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡" ❛""♦❝✐❛#❡❞ #♦ ❝1❡❡♣ ❢❛✐❧✉1❡ #✐♠❡ ♣1❡❞✐❝#✐♦♥✿ #❤❡ ✜1"# ♦♥❡ ✐" #♦ ✜♥❞ "♦♠❡

♣❤②"✐❝❛❧ ?✉❛♥#✐#② ♠❡❛"✉1❛❜❧❡ ❞✉1✐♥❣ #❤❡ ✜1"# "#❛❣❡" ♦❢ #❤❡ ❝1❡❡♣ ❛♥❞ ❞✐"♣❧❛②✐♥❣ "#1♦♥❣

❝♦11❡❧❛#✐♦♥" ✇✐#❤ #❤❡ ❢❛✐❧✉1❡ #✐♠❡✱ ❛♥❞ #❤❡ "❡❝♦♥❞ ✐" #♦ ♣1♦♣❡1❧② ♠❡❛"✉1❡ ✐#✱ 1❡❝♦❣♥✐③✐♥❣

♣1❡❝✉1"♦1② ❢❡❛#✉1❡" ❛" "✉❝❤✳ ❚❤❡"❡ ❛1❡ #❤❡ "❛♠❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡" ❢❛❝❡❞ ❜② #❤❡ ❛##❡♠♣#" #♦

♣1❡❞✐❝# ❡❛1#❤?✉❛❦❡"✿ ❛❧#❤♦✉❣❤ ❢♦1❡"❤♦❝❦" ❝❧❡❛1❧② ❞♦ ❡①✐"#✱ #❤❡ ♠❛✐♥ ♣1♦❜❧❡♠ ✐" ❞❡#❡❝#✐♥❣

#❤❡♠ ♦♥ #✐♠❡ ❛♥❞ 1❡❝♦❣♥✐③✐♥❣ #❤❡♠ ✐♥ #❤❡✐1 ♣1❡❝✉1"✉1❛❧ ♥❛#✉1❡ ❬▼❝●✉✐1❡ ✷✵✵✺❪✳

❚❤❡1❡❢♦1❡✱ ✐# ❛♣♣❡❛1" #❤❛# ❛❧"♦ #❤❡ ❡✛♦1# ♦❢ ♣1❡❞✐❝#✐♥❣ ❞❡❧❛②❡❞ ❢❛✐❧✉1❡ ❝♦✉❧❞ ❧❛1❣❡❧②

❜❡♥❡✜# ❢1♦♠ ❛ ♠♦1❡ ♠✐❝1♦"❝♦♣✐❝ ✐♥"✐❣❤#✱ ✇❤❡1❡ #❤❡ "♠♦♦#❤ #1❛♥"✐#✐♦♥ ❢1♦♠ "✉❜❧✐♥❡❛1

♣1✐♠❛1② ❝1❡❡♣ #♦ ❛❝❝❡❧❡1❛#❡❞ #❡1#✐❛1② ❝1❡❡♣ ♦❜"❡1✈❡❞ ✐♥ 1❤❡♦❧♦❣② ♠✐❣❤# ❜❡ "❤❛1♣❡1 ❛♥❞

❡❛"✐❡1 #♦ ❞❡#❡❝#✳

✶✳✸✳✷❜ ▼✐❝(♦7❝♦♣✐❝ ❞②♥❛♠✐❝7 ❞✉(✐♥❣ ❝(❡❡♣

❆♥ ✐♥"✐❣❤# ♦♥ ♠✐❝1♦"❝♦♣✐❝ ♣❧❛"#✐❝✐#② ❝❛♥ ❜❡ ♦❜#❛✐♥❡❞ ✐♥ "♦♠❡ ❝❛"❡" ❜② 1❡❝♦1❞✐♥❣ #❤❡

❝1❛❝❦❧✐♥❣ ♥♦✐"❡ ❡♠✐##❡❞ ❜② #❤❡ "❛♠♣❧❡ ✉♥❞❡1 ❝1❡❡♣✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♠❛♥② "②"#❡♠" ✉♥❞❡1 ❝1❡❡♣



✶✳✸✳ ❙$❛$❡ ♦❢ $❤❡ ❛*$ ✷✼

❡♠✐# ❛ ❝❤❛'❛❝#❡'✐(#✐❝ ✐♥#❡'♠✐##❡♥# ♥♦✐(❡ ❝❛❧❧❡❞ ❝'❛❝❦❧✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛( ❜❡❡♥ ❧✐♥❦❡❞ #♦ (✉❞✲

❞❡♥✱ ❝♦❧❧❡❝#✐✈❡ ♣❧❛(#✐❝ ❡✈❡♥#( ♦❝❝✉''✐♥❣ ❛# #❤❡ ♠✐❝'♦(❝♦♣✐❝ (❝❛❧❡ ❬▼②❡'( ✷✵✵✶❪✳ ❑♥♦✇♥

(✐♥❝❡ ❧♦♥❣ #✐♠❡ ✐♥ #❤❡ ❢'❛♠❡✇♦'❦ ♦❢ ❡❛'#❤@✉❛❦❡( ❬❇❡♥✲❩✐♦♥ ✷✵✵✽❪ ❛♥❞ (♥♦✇ ❛✈❛❧❛♥❝❤❡(

❬❙♦♠♠❡'❢❡❧❞ ✶✾✽✸✱ ❱❛♥ ❍❡'✇✐❥♥❡♥ ✷✵✶✶❜✱ ❱❛♥ ❍❡'✇✐❥♥❡♥ ✷✵✶✶❛❪✱ ✐# ✜'(# ❡♥#❡'❡❞ #❤❡ ❢'❛♠❡✲

✇♦'❦ ♦❢ ♠❛#❡'✐❛❧ (❝✐❡♥❝❡ #❤'♦✉❣❤ ❛♥ ✐♥✈❡(#✐❣❛#✐♦♥ ♦♥ ❝'✉♠♣❧✐♥❣ ♣❛♣❡' ❬❍♦✉❧❡ ✶✾✾✻❪✱ ❛♥❞

✇❛( #❤❡'❡❛❢#❡' ❞❡#❡❝#❡❞ ♦♥ ❛ ✈❛'✐❡#② ♦❢ ♦#❤❡' (②(#❡♠(✱ ❢'♦♠ ♠❡#❛❧( ❬❆♥#♦♥❛❣❧✐❛ ✷✵✶✹✱

❆❜♦❜❛❦❡' ✷✵✶✺❪ ❛♥❞ ✐❝❡ ❬❉✉✈❛❧ ✷✵✶✵✱ ●✉❞✐♣❛#✐ ✷✵✶✷❪ #♦ '♦❝❦( ❬❆❣✐♦✉#❛♥#✐( ✷✵✶✻❪✱ ✇♦♦❞

❬●✉❛'✐♥♦ ✷✵✵✷❪ ❛♥❞ ❝♦♠♣♦(✐#❡ ♠❛#❡'✐❛❧( ❬◆❡❝❤❛❞ ✷✵✵✺❛✱ ◆❡❝❤❛❞ ✷✵✵✺❜❪✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❡①✲

❛♠♣❧❡( '❡❧❡✈❛♥# #♦ (♦❢# ♠❛##❡' (✉❝❤ ❛( ❣'❛♥✉❧❛' ♠❛#❡'✐❛❧( ❬❏♦❤♥(♦♥ ✷✵✶✸✱ ❆♠♦♥ ✷✵✶✸❪

♦' ❢♦❛♠( ❬❚❡✇❛'✐ ✶✾✾✾✱ ❑❛❜❧❛ ✷✵✵✼❪✳ ❚❤❡ (#❛#✐(#✐❝❛❧ ♣'♦♣❡'#✐❡( ♦❢ ❝'❛❝❦❧✐♥❣ ✇❡'❡ (❤♦✇♥

#♦ ❢♦❧❧♦✇ ❝❤❛'❛❝#❡'✐(#✐❝ ♣♦✇❡'✲❧❛✇ (✐③❡ ❞✐(#'✐❜✉#✐♦♥(✱ ❛♥❞ ❡✈❡♥ #❤❡ ❞❡#❛✐❧❡❞ (❤❛♣❡ ♦❢ #❤❡

#❡♠♣♦'❛❧ ❡✈♦❧✉#✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ (✐♥❣❧❡ ❡✈❡♥# ✇❛( (❤♦✇♥ #♦ ❜❡ ✉♥✐✈❡'(❛❧ ❬❆♥#♦♥❛❣❧✐❛ ✷✵✶✹❪✱ ❛♥❞

❝♦♠♠♦♥ #♦ ❛ ✇✐❞❡ ❝❧❛(( ♦❢ ❝♦♠♣❧❡#❡❧② ❞✐✛❡'❡♥# ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✱ ❢'♦♠ (♦❧❛' ✢❛'❡( ❬▲✉ ✶✾✾✸❪ #♦

✢✉❝#✉❛#✐♦♥( ✐♥ #❤❡ (#♦❝❦ ♠❛'❦❡# ❬❇❛❦ ✶✾✾✼❪✱ ✇✐#❤ ♠❛♥② ♦#❤❡' ❡①❛♠♣❧❡( '❡✈✐❡✇❡❞ ❜② ▼②❡'(

❡! ❛❧✳ ❬▼②❡'( ✷✵✵✶❪✳ ❚❤✐( '❡(✉❧# ❤❛( ❜❡❡♥ '❡❛❞ ❛( ❛♥ ✐♥❞✐❝❛#✐♦♥ #❤❛# ❝'❡❡♣ ❛♥❞ ②✐❡❧❞✐♥❣

❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡(❝'✐❜❡❞ ✐♥ ❛ (❛♠♣❧❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥# ❢❛(❤✐♦♥✱ ❛♥❞ (#✉❞✐❡❞ ✐♥ #❤❡ ❧❛'❣❡' ❢'❛♠❡✲

✇♦'❦ ♦❢ ♥♦♥❡@✉✐❧✐❜'✐✉♠ ♣❤❛(❡ #'❛♥(✐#✐♦♥( ❬❍✐♥'✐❝❤(❡♥ ✷✵✵✵❪✱ ❛♥❞ ❛( (✉❝❤ ✐# ❤❛( ✇❤✐♣♣❡❞

✉♣ ❡♥#❤✉(✐❛(♠ ✐♥ #❤❡ (❝✐❡♥#✐✜❝ ❝♦♠♠✉♥✐#②✳ ❋♦' #❤✐( '❡❛(♦♥✱ #❤❡ (❤❛♣❡ ❛♥❞ #❤❡ (#❛#✐(✲
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✐♥❣ ✐♥ &✐♠❡✱ ✐♥❞✐❝❛&✐♥❣ &❤❛& ♣♦✇❡"✲❧❛✇ ❝"❡❡♣ ✭❛❧%♦ ❝❛❧❧❡❞ ❆♥❞"❛❞❡ ❝"❡❡♣ "❡❣✐♠❡✮ ❝❛♥ ❜❡

✉♥❞❡"%&♦♦❞ ✐♥ &❡"♠% ♦♥ ❛ ♥♦♥❡D✉✐❧✐❜"✐✉♠ ♣❤❛%❡ &"❛♥%✐&✐♦♥ ❜❡&✇❡❡♥ ✧❥❛♠♠❡❞✧ ✐♠♠♦❜✐❧❡

%&❛&❡% ❛♥❞ ✧✢♦✇✐♥❣✧✱ ❛❝&✐✈❡ %&❛&❡% ❬❘♦%&✐ ✷✵✶✵❪✳ ▼♦"❡♦✈❡"✱ &❤❡ ❛✉&❤♦"% ✜♥❞ ❛ ❝♦""❡❧❛&✐♦♥

❜❡&✇❡❡♥ &❤❡ ❛♠♣❧✐&✉❞❡ ♦❢ %♣❛&✐❛❧ ✢✉❝&✉❛&✐♦♥% ❛♥❞ &❤❡ ❢❛✐❧✉"❡ &✐♠❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐% ✐♥&"✐❣✉✐♥❣ ✐♥

✐&%❡❧❢✱ ❛❧&❤♦✉❣❤ ❛❣❛✐♥ &❤❡② ❝♦♥❝❧✉❞❡ &❤❛& &❤✐% ❛♣♣"♦❛❝❤ ❤❛% ♦♥❧② ❛ ❧✐♠✐&❡❞ ❜❡♥❡✜& ❢♦" &❤❡

♣"❡❞✐❝&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ❢❛✐❧✉"❡ &✐♠❡ tf ❬❑♦✐✈✐%&♦ ✷✵✶✻❪✳



✶✳✸✳ ❙$❛$❡ ♦❢ $❤❡ ❛*$ ✷✾

❋✐❣✉*❡ ✶✳✶✸✿  !♦#❡✐♥ ❣❡❧✳ ✭❛✮ ❙♣❛#✐♦#❡♠♣♦!❛❧ ❞✐❛❣!❛♠ ♦❢ #❤❡ ❧♦❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐#② 〈v(r, z, t)〉r
✐♥ #❤❡ 6❤❡❛! ❞✐!❡❝#✐♦♥✱ ❛✈❡!❛❣❡❞ ♦✈❡! #❤❡ !❛❞✐❛❧ ❞✐!❡❝#✐♦♥ r ❛♥❞ ♣❧♦##❡❞ ✐♥ ❧✐♥❡❛! ❝♦❧♦!

❧❡✈❡❧6 ❛6 ❛ ❢✉♥❝#✐♦♥ ♦❢ z ✭❝♦♦!❞✐♥❛#❡ ✐♥ #❤❡ ✈♦!#✐❝✐#② ❞✐!❡❝#✐♦♥✮ ❛♥❞ t/τf ✭τf ❜❡✐♥❣ #❤❡ #✐♠❡

#♦ ❢❛✐❧✉!❡✮✳ ✭❜✮ ❙#❛♥❞❛!❞ ❞❡✈✐❛#✐♦♥ δzv(t) ♦❢ 〈v(r, z, t)〉r #❛❦❡♥ ♦✈❡! #❤❡ ✈❡!#✐❝❛❧ ❞✐!❡❝#✐♦♥

z ✭#❤✐❝❦ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡✮ #♦❣❡#❤❡! ✇✐#❤ ❝♦!!❡6♣♦♥❞✐♥❣ 6#❛♥❞❛!❞ ❞❡✈✐❛#✐♦♥ δrv(t) ❝♦♠♣✉#❡❞

♦✈❡! #❤❡ !❛❞✐❛❧ ❞✐!❡❝#✐♦♥ r ♦♥ #❤❡ z ❛✈❡!❛❣❡❞ 〈v(r, z, t)〉z ✭#❤✐♥ !❡❞ ❧✐♥❡✮✳ ❆❞❛♣#❡❞ ❢!♦♠

❬▲❡♦❝♠❛❝❤ ✷✵✶✹❪✳

❍❡♥❝❡✱ #❤❡ ❛♥❛❧②6✐6 ♦❢ 6♣❛#✐❛❧ ❤❡#❡!♦❣❡♥❡✐#✐❡6 ✐♥ #❤❡ ❧♦❝❛❧ 6#!❛✐♥ ✜❡❧❞ ❛♣♣❡❛!6 #♦ ❜❡ ❛

♣!♦♠✐6✐♥❣ #♦♦❧ #♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❜❡##❡! ✉♥❞❡!6#❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❞❡❧❛②❡❞ ❝!❡❡♣ ❢❛✐❧✉!❡✳ ❆ ✈❡!② 6❡♥6✐✲

#✐✈❡ ❛♥❞ ♣!❛❝#✐❝❛❧ ♣!♦❜❡ ❢♦! 6✉❝❤ ❤❡#❡!♦❣❡♥❡✐#✐❡6 ❤❛6 ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ▼❛♥♥❡✈✐❧❧❡ ❛♥❞

❝♦✇♦!❦❡!6✱ ✇❤♦ ✐♥ ❛ ❧♦♥❣ 6❡!✐❡6 ♦❢ ♣❛♣❡!6 6#❛!#✐♥❣ ✐♥ ✷✵✵✹ ❬❙❛❧♠♦♥ ✷✵✵✹✱ ▼❛♥♥❡✈✐❧❧❡ ✷✵✵✹❪

❛♥❞ ❝♦♥#✐♥✉✐♥❣ ♥♦✇❛❞❛②6 ❬❙❛✐♥#✲▼✐❝❤❡❧ ✷✵✶✼❪ 6#✉❞② #❤❡ ❧♦❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐#② ♣!♦✜❧❡6 ✇✐#❤ ❛

♥♦✈❡❧ ✉❧#!❛6♦✉♥❞ ✈❡❧♦❝✐♠❡#!② #❡❝❤♥✐I✉❡✳ ■♥ ❛♥ ❛❧!❡❛❞② ♠❡♥#✐♦♥❡❞ ❡①❛♠♣❧❡✱ ▲❡♦❝♠❛❝❤

❡! ❛❧✳ ❛♣♣❧② #❤✐6 #❡❝❤♥✐I✉❡ #♦ #❤❡ 6#✉❞② ♦❢ #❤❡ ❝!❡❡♣ ❛♥❞ ❢!❛❝#✉!❡ ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧ ♣!♦#❡✐♥

❣❡❧ ❬▲❡♦❝♠❛❝❤ ✷✵✶✹❪✱ ✐♥ ♦!❞❡! #♦ ❡❧✉❝✐❞❛#❡ ✐♥ ❞❡❡♣❡! ❞❡#❛✐❧ #❤❡ ♠✐❝!♦6❝♦♣✐❝ ♦!✐❣✐♥ ♦❢ #❤❡

❞❡✈✐❛#✐♦♥ ❢!♦♠ #❤❡ ❧✐♥❡❛! ✈✐6❝♦❡❧❛6#✐❝ ♣!✐♠❛!② ❝!❡❡♣✳ ❚❤✐6 ✐6 ♣❛!#✐❝✉❧❛!❧② ✐♥#!✐❣✉✐♥❣ 6✐♥❝❡

#❤❡ ❛✉#❤♦!6 6❤♦✇ #❤❛# #❤❡ ♠❛❝!♦6❝♦♣✐❝ γ̇(t) ❝✉!✈❡ ❝❛♥ ❜❡ ♥✐❝❡❧② ❞❡6❝!✐❜❡❞ ❜② #❤❡ 6✐♠♣❧❡

6✉♠ ♦❢ ❛ ♣♦✇❡! ❧❛✇ ❞❡❝!❡❛6❡ ∼ t−α
✱ ❛❝❝♦✉♥#✐♥❣ ❢♦! #❤❡ ♣!✐♠❛!② ❝!❡❡♣✱ ❛♥❞ ❛ ♣♦✇❡! ❧❛✇

❛❝❝❡❧❡!❛#✐♦♥ ∼ (tf − t)−1
✱ ❛❝❝♦✉♥#✐♥❣ ❢♦! #❤❡ #❡!#✐❛!② ❝!❡❡♣ ✭❋✐❣✳ ✶✳✶✶✮✳ ▼❛#❤❡♠❛#✐❝❛❧❧②✱

#❤✐6 ❝♦!!❡6♣♦♥❞6 #♦ ❛ ✈❡!② 6♠♦♦#❤ ❛♥❞ ❣!❛❞✉❛❧ #!❛♥6✐#✐♦♥✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ #❤❛# ✐♥ ❢❛❝# ♣❧❛6#✐❝

❞❛♠❛❣❡ 6❤♦✉❧❞ ♦❝❝✉! #❤!♦✉❣❤♦✉# #❤❡ ❡①♣❡!✐♠❡♥#✱ ❡✈❡♥ #❤♦✉❣❤ ✐# ❜❡❝♦♠❡6 ♠❛❝!♦6❝♦♣✐❝❛❧❧②

!❡❧❡✈❛♥# ♦♥❧② 6#❛!#✐♥❣ ❢!♦♠ #❤❡ 6❡❝♦♥❞❛!② ❝!❡❡♣✳ ❆6 ❛ ❝♦♥6❡I✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐#6 ❣!❛❞✉❛❧ ♥❛#✉!❡✱

#❤✐6 #!❛♥6✐#✐♦♥ ❛♣♣❡❛!6 #♦ ❜❡ ✈❡!② ❡❧✉6✐✈❡ #♦ ♠❛❝!♦6❝♦♣✐❝ !❤❡♦❧♦❣②✳ ❋♦! #❤✐6 !❡❛6♦♥✱ #❤❡

❛✉#❤♦!6 ❝♦♠♣❧❡♠❡♥# #❤❡✐! 6#✉❞② ✇✐#❤ ❛ ❞✐!❡❝# 6♣❛❝❡ ✐♥✈❡6#✐❣❛#✐♦♥ ♦❢ 6#!❛✐♥ ❤❡#❡!♦❣❡♥❡✐#✐❡6✱

✜♥❞✐♥❣ #✇♦ ✐♥#❡!❡6#✐♥❣ ❢❡❛#✉!❡6✿ ✜!6#✱ #❤❡② ♦❜6❡!✈❡ #❤❡ ❡❛!❧② ♥✉❝❧❡❛#✐♦♥✱ ❞✉!✐♥❣ 6❡❝♦♥❞❛!②

❝!❡❡♣✱ ♦❢ ♠❡6♦6❝♦♣✐❝ ❝!❛❝❦ ♣❛##❡!♥6✱ ✇❤✐❝❤ ❣!♦✇ ✐♥ ❛ 6✉❜❝!✐#✐❝❛❧ ✇❛② ❞✉!✐♥❣ #❡!#✐❛!② ❝!❡❡♣✱



✸✵ ❈❤❛♣&❡( ✶✳ ▼♦&✐✈❛&✐♦♥ ❛♥❞ ❙&❛&❡ ♦❢ ❆(&

❛ ❢❡❛#✉%❡ %♦✉#✐♥❡❧② ♦❜,❡%✈❡❞ ✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❢❛#✐❣✉❡ #❡,#, ❬❚♦♠❦✐♥, ✶✾✽✶❪✳ ❚❤❡② ❛❧,♦ ,❤♦✇

#❤❛# #❤❡ ❝%❛❝❦ ❣%♦✇#❤ %❛#❡ ✐, ♣%♦♣♦%#✐♦♥❛❧ #♦ #❤❡ ♠❛❝%♦,❝♦♣✐❝ ,❤❡❛% %❛#❡✱ ✇❤✐❝❤ ,❡#, #❤❡

❜❛,✐, ❢♦% ❛ ♠✐❝%♦,❝♦♣✐❝ ✐♥#❡%♣%❡#❛#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ ♣❧❛,#✐❝ ❞❡❢♦%♠❛#✐♦♥ ❝❧♦,❡ #♦ ❢❛✐❧✉%❡✳ ❙❡❝✲

♦♥❞✱ ✐♥ ,#❛%❦ ❝♦♥#%❛,# ✇✐#❤ #❤❡ ,♠♦♦#❤ %❤❡♦❧♦❣②✱ #❤❡ ❛✉#❤♦%, ✜♥❞ #❤❛# ❝%❛❝❦, ♥✉❝❧❡❛#❡

✐♥ ❛ ❞✐,❝♦♥#✐♥✉♦✉,✱ ✐♥#❡%♠✐##❡♥# ✇❛②✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✇❡❧❧ ❝❤❛%❛❝#❡%✐③❡❞ ❜② ,♣❛❝❡ %❡,♦❧✈❡❞

✉❧#%❛,♦✉♥❞ ✈❡❧♦❝✐♠❡#%② ✭❋✐❣✳ ✶✳✶✸✮✳ ■♥ ♣❛%#✐❝✉❧❛%✱ #❤❡ ❛✉#❤♦%, ♦❜,❡%✈❡ #❤❛# #❤❡ ,♣❛#✐❛❧

✢✉❝#✉❛#✐♦♥, ♦❢ #❤❡ ❧♦❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐#✐❡,✱ H✉❛♥#✐✜❡❞ ❜② #❤❡✐% ,#❛♥❞❛%❞ ❞❡✈✐❛#✐♦♥ δv ✭❋✐❣✳ ✶✳✶✸❜✮✱

❡①❤✐❜✐# ,❤❛%♣ ♣❡❛❦, ❞✉%✐♥❣ #❤❡ ,❡❝♦♥❞❛%② ❝%❡❡♣✱ ✇❤✐❝❤ ❛%❡ ❛##%✐❜✉#❡❞ #♦ ,✉❞❞❡♥ ♣❧❛,✲

#✐❝ ❡✈❡♥#, ❧✐❦❡ ❝%❛❝❦ ♥✉❝❧❡❛#✐♦♥ ♦% ✐♥#❡%♠✐##❡♥# ❣%♦✇#❤✳ ❚❤✐, ,✉❣❣❡,#, #❤❛# #❤❡ ,♠♦♦#❤

❡✈♦❧✉#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ ❞❡❢♦%♠❛#✐♦♥ ♦❜,❡%✈❡❞ ✐♥ %❤❡♦❧♦❣② ✐, ❛❝#✉❛❧❧② #❤❡ %❡,✉❧# ♦❢ ❛♥ ✐♥#%✐❣✉✐♥❣ ✐♥✲

#❡%♠✐##❡♥# ♣❧❛,#✐❝ ❞②♥❛♠✐❝, ♦❝❝✉%%✐♥❣ ❛# #❤❡ ♠✐❝%♦✴♠❡,♦,❝♦♣✐❝ ,❝❛❧❡✱ ♣♦#❡♥#✐❛❧❧② ,❤♦✇✐♥❣

❝♦♠♠♦♥ ❢❡❛#✉%❡, ✇✐#❤ #❤❡ ❝%❛❝❦❧✐♥❣ ♣❛%❛❞✐❣♠ ❞✐,❝✉,,❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❚❤✐, ❛❣❛✐♥ ❞❡♠♦♥,#%❛#❡,

#❤❛# ❛ ♠✐❝%♦,❝♦♣✐❝ ✐♥,✐❣❤# ✐♥#♦ #❤❡ ♠✐❝%♦,❝♦♣✐❝ ❞❡#❛✐❧, ♦❢ #❤❡ ❞②♥❛♠✐❝, ✉♥❞❡% ,❤❡❛% ❝♦✉❧❞

♣%♦✈✐❞❡ ❛ ❤❛♥❞② ♠❡❛♥, ♦❢ ❞❡#❡❝#✐♥❣ #❤❡ ❣%♦✇✐♥❣ ❞❛♠❛❣❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐, ❛ ❝%✉❝✐❛❧ ♣❛%❛♠❡#❡% #♦

❣❡# ❛ ❜❡##❡% ✉♥❞❡%,#❛♥❞✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥#%♦❧ ♦♥ ❢❛#✐❣✉❡ ❛♥❞ ❞❡❧❛②❡❞ ❢❛✐❧✉%❡✳

■♥ #❤✐, ♣❡%,♣❡❝#✐✈❡✱ ♦#❤❡% ,❝❛##❡%✐♥❣ ♠❡#❤♦❞, ✭❞✐✛❡%❡♥# ❢%♦♠ ✉❧#%❛,♦✉♥❞✮ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦✉✲

♣❧❡❞ #♦ ,❤❡❛% %❤❡♦❧♦❣②✱ ♥❛♠❡❧② ❧✐❣❤# ,❝❛##❡%✐♥❣✱ ❡✐#❤❡% ✐♥ #❤❡ ,✐♥❣❧❡ ❬▼♦❤%❛③ ✷✵✵✺❪ ♦% ✐♥ #❤❡

♠✉❧#✐♣❧❡ ,❝❛##❡%✐♥❣ %❡❣✐♠❡ ❬❇❛❧❧❡,#❛ ✷✵✶✻❪✱ ❳✲%❛② ,❝❛##❡%✐♥❣✱ ❡✐#❤❡% ,#❛#✐❝ ❬❉❡♥✐,♦✈ ✷✵✶✺❪

♦% ❞②♥❛♠✐❝ ❬▲❡❤❡♥② ✷✵✶✺❪✱ ❛♥❞ ♥❡✉#%♦♥ ,❝❛##❡%✐♥❣ ❬❑✐♠ ✷✵✶✹❪✳ ❍♦✇❡✈❡%✱ #❤❡ ❛❧%❡❛❞②

♠❡♥#✐♦♥❡❞ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ♦❢ ❡①#%❛❝#✐♥❣ #❤❡ ,✐❣♥❛❧ ❞✉❡ #♦ ♣❧❛,#✐❝✐#② ❢%♦♠ #❤❡ ❜❛❝❦❣%♦✉♥❞ ❣✐✈❡♥

❜② ❛✣♥❡ ❞❡❢♦%♠❛#✐♦♥ ♠❛❦❡, #❤✐, #❡❝❤♥✐H✉❡ ♠♦%❡ ❡❛,✐❧② ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ ♦,❝✐❧❧❛#♦%② ,❤❡❛%✱ ❛,

✇❡ ✇✐❧❧ ,❡❡ ✐♥ ❛ ✇❤✐❧❡✱ ✇❤❡%❡❛, ✐♥ #%❛♥,✐❡♥# ❡①♣❡%✐♠❡♥#, #❤❡ ✉,❡ ♦❢ ,❝❛##❡%✐♥❣ #❡❝❤♥✐H✉❡, ✐,

✐♥❢%❡H✉❡♥# ❛♥❞ ❧✐♠✐#❡❞ #♦ ,#❛#✐❝ ,❝❛##❡%✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦❝✉,❡, ♦♥ ,✐♠♣❧❡ ❢❡❛#✉%❡, ❧✐❦❡ ,#%✉❝#✉%❛❧

♦%✐❡♥#❛#✐♦♥ ❬▼♦❤%❛③ ✷✵✵✺❪✳

❚❤❡ ♠♦,# ❝♦♠♠♦♥❧② ❡♠♣❧♦②❡❞ #❡❝❤♥✐H✉❡ #♦ ❝❤❛%❛❝#❡%✐③❡ #❤❡ ♠✐❝%♦,❝♦♣✐❝ ,#%✉❝#✉%❡

❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝, ✉♥❞❡% ,❤❡❛% ✐, ♠✐❝%♦,❝♦♣②✳ ■♥ ♣❛%#✐❝✉❧❛%✱ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝%♦,❝♦♣② ❤❛, ❜❡❡♥

✇✐❞❡❧② ✉,❡❞ #❤❛♥❦, #♦ #❤❡ ♣♦,,✐❜✐❧✐#② ♦❢ ❛❝❝❡,,✐♥❣ ❛ ❢✉❧❧ ✸❉ ✐♥❢♦%♠❛#✐♦♥✱ ❡,,❡♥#✐❛❧ #♦ ❞❡#❡❝#

❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❞❡❢♦%♠❛#✐♦♥,✱ ,❤❡❛% ❜❛♥❞, ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡① ♠✐❝%♦,❝♦♣✐❝ %❡❛%%❛♥❣❡♠❡♥#, ✐♥✈♦❧✈✐♥❣

♦✉#✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ♣❛%#✐❝❧❡ ♠♦#✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❢❛❝❡❞ ❜② ♠✐❝%♦,❝♦♣② ✐, ❛❣❛✐♥ %❡❧❛#❡❞ #♦ #❤❡ ❛❧✲

%❡❛❞② ♠❡♥#✐♦♥❡❞ ♣%♦❜❧❡♠ ♦❢ ❛✈❡%❛❣✐♥❣ ♠❡❛,✉%❡♠❡♥#, ♦♥ ❛ ,#❛#✐,#✐❝❛❧❧② %❡❧❡✈❛♥# ❡♥,❡♠❜❧❡✱

✇❤✐❝❤ #②♣✐❝❛❧❧② ❧✐♠✐#, #❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ ♦❢ #❤❡,❡ #❡❝❤♥✐H✉❡, #♦ #❤❡ ,#✉❞② ♦❢ ,#❡❛❞② ,#❛#❡,✱

♠♦,#❧② ✐♥ ,#❡❛❞②✲%❛#❡ ❡①♣❡%✐♠❡♥#,✱ ✇❤❡%❡ ,#❛#✐,#✐❝, ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣%♦✈❡❞ ❜② ❛✈❡%❛❣✐♥❣ ♦✈❡%

#✐♠❡✳ ◆❡✈❡%#❤❡❧❡,,✱ #❤❡%❡ ❛%❡ ❛ ❢❡✇ ❢❛✐%❧② %❡❝❡♥# ❡①❝❡♣#✐♦♥, #%②✐♥❣ #♦ ✐♥✈❡,#✐❣❛#❡ #%❛♥,✐❡♥#

❝%❡❡♣✳ ❋♦% ✐♥,#❛♥❝❡✱ ❈❤❛♥ ❛♥❞ ▼♦❤%❛③ ❬❈❤❛♥ ✷✵✶✹❪ ❝♦♠♣❛%❡ #❤❡ ♠✐❝%♦,❝♦♣✐❝ ❞②♥❛♠✐❝,

✉♥❞❡% ❝%❡❡♣ ♦❢ ❛ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ❣❧❛,, ❛♥❞ ❛ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ❣❡❧✱ ❛♥❞ #❤❡② ♦❜,❡%✈❡ #❤❛#✱ ❞❡,♣✐#❡ #❤❡✐%

,✐♠✐❧❛% %❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦%✱ #❤❡ #✇♦ ,②,#❡♠, ❡①❤✐❜✐# %❛#❤❡% ❞✐✛❡%❡♥# ♠✐❝%♦,❝♦♣✐❝ ❞②♥❛♠✲

✐❝, ✉♣♦♥ ②✐❡❧❞✐♥❣✳ ■♥ ♣❛%#✐❝✉❧❛%✱ #❤❡ ❞②♥❛♠✐❝, ♦❜,❡%✈❡❞ ✐♥ #❤❡ ❣❡❧ ❛❝❝❡❧❡%❛#❡ ❛❜%✉♣#❧②

✇❤❡♥ ②✐❡❧❞✐♥❣ ♦❝❝✉%,✱ ✇❤❡%❡❛, ✐♥ #❤❡ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ❣❧❛,, #❤✐, #%❛♥,✐#✐♦♥ ✐, ♠♦%❡ ❣%❛❞✉❛❧✳ ❚❤❡

,#%♦♥❣ ❧✐♠✐#❛#✐♦♥ ♦❢ #❤✐, ✇♦%❦ ✐, #❤❛# ❛❣❛✐♥✱ ♣%❡,✉♠❛❜❧② ❜❡❝❛✉,❡ ♦❢ ♣♦♦% ,#❛#✐,#✐❝,✱ #❤❡ ❛✉✲

#❤♦%, ♣❡%❢♦%♠ ❧♦♥❣ #✐♠❡ ❛✈❡%❛❣❡,✱ ✇❤✐❝❤ ❛ ♣%✐♦%✐ ✐, ♥♦# ❥✉,#✐✜❡❞ ✐♥ ❛ #%❛♥,✐❡♥# ❡①♣❡%✐♠❡♥#

,✉❝❤ ❛, ❝%❡❡♣✳



✶✳✸✳ ❙$❛$❡ ♦❢ $❤❡ ❛*$ ✸✶

❋✐❣✉*❡ ✶✳✶✹✿ ❇✐♥❛$② ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ❣❧❛++✳ ▼❛♣+ ♦❢ ❛✈❡$❛❣❡ ♣❛$2✐❝❧❡ ♠♦❜✐❧✐2✐❡+ µlm(t) ♥♦$♠❛❧✲

✐③❡❞ ❜② 2❤❡ ❞✐❛♠❡2❡$ dL ♦❢ ❧❛$❣❡ ♣❛$2✐❝❧❡+ ✐♥ 2❤❡ ❜✐♥❛$② ❣❧❛++✳ ❚✇♦ ❞✐✛❡$❡♥2 +2$❡++❡+ ❛$❡

+❤♦✇♥✱ ♦♥❡ ❝❧♦+❡ 2♦ 2❤❡ ②✐❡❧❞ +2$❡++ ✭σ ≈ σy✱ 2♦♣✮ ❛♥❞ ❛ ❧❛$❣❡$ ♦♥❡ ✭σ ≈ 5σy✱ ❜♦22♦♠✮✳

❉✐✛❡$❡♥2 ✐♠❛❣❡+ ❛$❡ 2❛❦❡♥ ❛2 ❞✐✛❡$❡♥2 2✐♠❡+ ❞✉$✐♥❣ ❝$❡❡♣ ❞❡❢♦$♠❛2✐♦♥✱ ✐♥❝$❡❛+✐♥❣ ❢$♦♠

✭❛✮ 2♦ ✭❢✮✳ ❊①2$❛❝2❡❞ ❢$♦♠ ❬❙❡♥2❥❛❜$+❦❛❥❛ ✷✵✶✺❪✳

❖♥ 2❤❡ ♦2❤❡$ ❤❛♥❞✱ 2❤❡ ❢✉❧❧ +♣❛❝❡ ❛♥❞ 2✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ 2❤❡ ♦❜+❡$✈❡❞ ♠✐❝$♦+❝♦♣✐❝

❞②♥❛♠✐❝+ ✐+ ❛❞❞$❡++❡❞ ✇✐2❤ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝$♦+❝♦♣② ✉♥❞❡$ ❝$❡❡♣ ♦♥ ❛ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ❣❧❛++ ❜② ❙❡♥✲

2❥❛❜$+❦❛❥❛ ❡! ❛❧✳ ❬❙❡♥2❥❛❜$+❦❛❥❛ ✷✵✶✺❪✱ ✐♥ 2❤❡ ❛22❡♠♣2 ♦❢ ❝❤❛$❛❝2❡$✐③✐♥❣ 2❤❡ ❞②♥❛♠✐❝+

♦❝❝✉$$✐♥❣ ♣$✐♦$ 2♦ 2❤❡ ❞❡❧❛②❡❞ ♦♥+❡2 ♦❢ ✢♦✇✳ ❚❤❡ ❛✉2❤♦$+ ♠❡❛+✉$❡ 2❤❡ ♣❛$2✐❝❧❡+✬ ♠❡❛♥

+N✉❛$❡ ❞✐+♣❧❛❝❡♠❡♥2 ∆y2 ❛❧♦♥❣ 2❤❡ ✈♦$2✐❝✐2② ❞✐$❡❝2✐♦♥ ✭2❤✉+ $❡♠♦✈✐♥❣ ❛❧❧ ❝♦♥2$✐❜✉2✐♦♥+

❝♦♠✐♥❣ ❢$♦♠ 2❤❡ ❛✣♥❡ ❞❡❢♦$♠❛2✐♦♥✮✱ ❛♥❞ ♦❜+❡$✈❡ ❛ N✉❛♥2✐2❛2✐✈❡ $❡❧❛2✐♦♥ ❜❡2✇❡❡♥ ∆y2

❛♥❞ 2❤❡ ♠❛❝$♦+❝♦♣✐❝ +2$❛✐♥✱ ✐♥❞✐❝❛2✐♥❣ ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ 2❤❛2 ❝$❡❡♣ ❞❡❢♦$♠❛2✐♦♥ ✐+ ❛ +✐♠♣❧❡ ❝♦♥✲

+❡N✉❡♥❝❡ ♦❢ 2❤❡ ♣❧❛+2✐❝✐2② 2❤❛2 ❞❡✈❡❧♦♣+ ❛❢2❡$ 2❤❡ ✐♥✐2✐❛❧ ❧✐♥❡❛$ $❡❣✐♠❡✱ ❛+ ❛❧+♦ +✉❣❣❡+2❡❞

❜② ❛ ❝♦♠♣❛$✐+♦♥ ✇✐2❤ ♥✉♠❡$✐❝❛❧ +✐♠✉❧❛2✐♦♥+✳ ❆♥ ✐♥2$✐❣✉✐♥❣ ❢❡❛2✉$❡ ❡♠❡$❣✐♥❣ ❢$♦♠ 2❤✐+

✇♦$❦ ✐+ 2❤❛2 2❤❡ ♦♥+❡2 ♦❢ ✢♦✇ ✐+ ❛++♦❝✐❛2❡❞ 2♦ ❛♥ ✐♥❝$❡❛+❡ ♦❢ +♣❛2✐❛❧ ❤❡2❡$♦❣❡♥❡✐2② ✐♥ 2❤❡

♣❧❛+2✐❝ ❛❝2✐✈✐2②✱ ✇✐2❤ 2❤❡ ❛♣♣❡❛$❛♥❝❡ ♦❢ $❡❣✐♦♥+ ♦❢ ❤✐❣❤ ❧♦❝❛❧ ♠♦❜✐❧✐2② ❛♥❞ +✉♣❡$✲❞✐✛✉+✐✈❡

❞②♥❛♠✐❝+✱ ✇❤❡$❡❛+ ❜❡❧♦✇ 2❤❡ ②✐❡❧❞ +2$❡++ +✉❝❤ ❤❡2❡$♦❣❡♥❡✐2✐❡+ $❡♠❛✐♥ ❛❧♠♦+2 ❝♦♥+2❛♥2 ✐♥

2✐♠❡ ✭❋✐❣✳ ✶✳✶✹✮✳

❚❤❡+❡ ❡①❛♠♣❧❡+ +❤♦✇ 2❤❛2 2❤❡ ✐♥✈❡+2✐❣❛2✐♦♥ ♦❢ 2❤❡ +❧♦✇ ❞②♥❛♠✐❝+ ♦❝❝✉$$✐♥❣ ❞✉$✐♥❣

+✉❜❧✐♥❡❛$ ❝$❡❡♣ ✐+ ✈❡$② ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣✱ ❜✉2 ✐2 ✐+ ❛❧+♦ ❝$✉❝✐❛❧ ✐♥ ♦$❞❡$ 2♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❜❡22❡$ ✉♥❞❡$✲

+2❛♥❞✐♥❣✱ ❛♥❞ ♣♦++✐❜❧② ❛ ♣$❡❞✐❝2✐♦♥✱ ♦❢ ❞❡❧❛②❡❞ ❝$❡❡♣ ❢❛✐❧✉$❡✳ ❚❤✐+ ✐+ +♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥2❡$❡+2✐♥❣

+✐♥❝❡ ✐2 ❝♦✉❧❞ ♣$♦✈✐❞❡ ❛ ♠❡❛♥+ 2♦ ♠♦♥✐2♦$ 2❤❡ ❤❡❛❧2❤ ♦❢ ❛ +2$✉❝2✉$❡ ♣$✐♦$ 2♦ ✐2+ ❝♦❧❧❛♣+❡✳

❙♦♠❡ ✇♦$❦+ ♣♦✐♥2❡❞ ♦✉2 2❤❛2 ♠❛❝$♦+❝♦♣✐❝ ✐♥❞✐❝❛2♦$+ ♠✐❣❤2 ❡①✐+2 ❬◆❡❝❤❛❞ ✷✵✵✺❜✱ ▲❡♦❝✲

♠❛❝❤ ✷✵✶✹❪✱ ❛❧2❤♦✉❣❤ 2❤❡✐$ ❞❡2❡❝2❛❜✐❧✐2② ✐+ ❛$❣✉❛❜❧❡ ❬❘♦+2✐ ✷✵✶✵✱ ❑♦✐✈✐+2♦ ✷✵✶✻❪✱ ✇❤❡$❡❛+

✐♥2❡$❡+2✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝+ ❛$❡ ♦❜+❡$✈❡❞ ❛2 ❛ ♠♦$❡ ❧♦❝❛❧ +❝❛❧❡ ❬◆❡❝❤❛❞ ✷✵✵✺❜✱ ▲❡♦❝♠❛❝❤ ✷✵✶✹✱

❘♦+2✐ ✷✵✶✵✱ ❑♦✐✈✐+2♦ ✷✵✶✻✱ ❙❡♥2❥❛❜$+❦❛❥❛ ✷✵✶✺❪✱ ♣♦2❡♥2✐❛❧❧② ❡①♣❧♦✐2❛❜❧❡ ❢♦$ ♣$❡❞✐❝2✐♦♥+✳

❈❧❡❛♥ ❡①♣❡$✐♠❡♥2+ ❛❝❝❡++✐♥❣ ❛2 2❤❡ +❛♠❡ 2✐♠❡ 2❤❡ ♠❛❝$♦+❝♦♣✐❝ ❝$❡❡♣ ❞❡❢♦$♠❛2✐♦♥ ❛♥❞

2❤❡ ♠✐❝$♦+❝♦♣✐❝ ❞②♥❛♠✐❝+ ❛$❡ ✈❡$② +❝❛$❝❡✱ 2❤✉+ 2❤❡ ♠✐❝$♦+❝♦♣✐❝ ♦$✐❣✐♥ ♦❢ ❝$❡❡♣ ✐+ ❢❛$ ❢$♦♠

❜❡✐♥❣ ✉♥❞❡$+2♦♦❞✳ ◆❡✈❡$2❤❡❧❡++✱ ❛ ❢❡✇ ❡①♣❡$✐♠❡♥2❛❧ ✇♦$❦+ +✉❣❣❡+2 2❤❡ ❡①✐+2❡♥❝❡ ♦❢ ❛

❣❡♥❡$❛❧ ❢$❛♠❡✇♦$❦✱ ♣♦2❡♥2✐❛❧❧② ❛❜❧❡ 2♦ ❞❡+❝$✐❜❡ ❝$❡❡♣ ❛♥❞ ②✐❡❧❞✐♥❣ ✇✐2❤♦✉2 $❡❧②✐♥❣ ♦♥ 2❤❡



✸✷ ❈❤❛♣&❡( ✶✳ ▼♦&✐✈❛&✐♦♥ ❛♥❞ ❙&❛&❡ ♦❢ ❆(&

 ♣❡❝✐✜❝ ❞❡'❛✐❧ ♦❢ '❤❡  ❛♠♣❧❡ ✐♥✈❡ '✐❣❛'❡❞✳

❖♥❡ ❝3✉❝✐❛❧  '❡♣ ❢♦3✇❛3❞ ✐♥ '❤✐ ❞✐3❡❝'✐♦♥ ✐ '❤❡3❡❢♦3❡ '♦ ✐❞❡♥'✐❢② '❤❡ ♥❛'✉3❡ ♦❢ '❤❡

♠✐❝3♦ ❝♦♣✐❝ ❛❝'✐✈✐'② ♦❜ ❡3✈❡❞ ✐♥ '❤❡ ❡①♣❡3✐♠❡♥' ✱ ✇✐'❤ ♣❛3'✐❝✉❧❛3 ❢♦❝✉ ♦♥ ❞✐ '✐♥❣✉✐ ❤✲

✐♥❣ 3❡✈❡3 ✐❜❧❡ ❢3♦♠ ✐33❡✈❡3 ✐❜❧❡ ♣3♦❝❡  ❡ ✳ ❚❤✐ ✐ ♣❛3'✐❝✉❧❛3❧② ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ✐♥ '3❛♥ ✐❡♥'

❡①♣❡3✐♠❡♥'  ✉❝❤ ❛ '❤❡ ♦♥❡ ❞✐ ❝✉  ❡❞  ♦ ❢❛3✱ ❛♥❞ ❢♦3 '❤✐ 3❡❛ ♦♥ ❝3❡❡♣ ❛♥❞  '❡❛❞②✲

3❛'❡ ❡①♣❡3✐♠❡♥' ❛3❡ ✉ ❡❢✉❧❧② ❝♦♠♣❧❡♠❡♥'❡❞ ✇✐'❤ ♠❡❛ ✉3❡♠❡♥' ✉♥❞❡3 ❛ ♣❡3✐♦❞✐❝  '3❡  

♦3  '3❛✐♥✱ ✇❤❡3❡ ✐33❡✈❡3 ✐❜❧❡ ♣3♦❝❡  ❡ ❡♠❡3❣❡ ❛ '❤❡ ♦♥❧② ❝♦♥'3✐❜✉'✐♦♥ '♦ ♠✐❝3♦ ❝♦♣✐❝

3❡❛33❛♥❣❡♠❡♥' ♦❜ ❡3✈❡❞ ❛❝3♦  ♦♥❡ ♦3  ❡✈❡3❛❧ ♣❡3✐♦❞ ✳

✶✳✸✳✸ ❉②♥❛♠✐❝ ❢❛+✐❣✉❡ +❡/+

✶✳✸✳✸❛ ❘❡✈❡(5✐❜✐❧✐&② ❛♥❞ ②✐❡❧❞✐♥❣ ✐♥ ♦5❝✐❧❧❛&♦(② 5❤❡❛(

❚❤❛♥❦ '♦ '❤❡ ♣❛3'✐❝✉❧❛3❧②  ✐♠♣❧❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ 3❡ ♣♦♥ ❡ ✐♥ '❤❡ ❧✐♥❡❛3 3❡❣✐♠❡✱ ♦ ❝✐❧❧❛'♦3②

 ❤❡❛3 ❤❛ ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② ✉ ❡❞ '♦ ❝❤❛3❛❝'❡3✐③❡ '❤❡ ✈✐ ❝♦❡❧❛ '✐❝ 3❡ ♣♦♥ ❡ ♦❢  ♦❢' ♠❛'❡3✐❛❧ ✳

❇② ❝♦♥'3❛ '✱ '❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ 3❡ ♣♦♥ ❡ ❜❡❝♦♠❡ ❣❡♥❡3❛❧❧② ✈❡3② ❝♦♠♣❧❡① ✐♥ '❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛3

3❡❣✐♠❡✱ ❛♥❞  ♦♣❤✐ '✐❝❛'❡❞ ❛♥❛❧② ✐ ✐ 3❡?✉✐3❡❞ '♦ ♦❜'❛✐♥ ❛ ❝♦♥ ✐ '❡♥' ♣✐❝'✉3❡ ❬❘♦❣❡3 ✷✵✶✶❪✳

❉❡ ♣✐'❡ ✐' ❝♦♠♣❧❡①✐'②✱ ✐' '✉3♥ ♦✉' '❤❛' ❧❛3❣❡ ❛♠♣❧✐'✉❞❡ ♦ ❝✐❧❧❛'♦3②  ❤❡❛3 ✭▲❆❖❙✮ ♣3♦✈✐❞❡ 

❛❝❝❡  '♦ ❛♠❛③✐♥❣❧② ❞❡'❛✐❧❡❞ ✐♥❢♦3♠❛'✐♦♥ ♦♥ '❤❡ ♠✐❝3♦ ❝♦♣✐❝ ♣3♦❝❡  ❡ ♦❝❝✉33✐♥❣ ❞✉3✐♥❣

❞❡❢♦3♠❛'✐♦♥✱ ❛♥❞ ♠✉❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❧❡❛3♥❡❞ ❜②  ✉❝❤ ❡①♣❡3✐♠❡♥' ❬❍②✉♥ ✷✵✶✶❪✳

❆ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❝♦♥ ✐❞❡3 ❤❡3❡ '❤❡ ✇♦3❦ ♦❢ ❈❛33✐❡3 ❛♥❞ N❡'❡❦✐❞✐ ♦♥ '❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛3

3❤❡♦❧♦❣② ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧  ♦❢' ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ❣❧❛  ❬❈❛33✐❡3 ✷✵✵✾❪✳ ❚❤❡ '✇♦ ♠❛✐♥ 3❡ ✉❧' ♦❢ '❤✐ ✇♦3❦

❛3❡  ✉♠♠❛3✐③❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✶✺✿ '❤❡ ✜3 '✲❤❛3♠♦♥✐❝ ✈✐ ❝♦❡❧❛ '✐❝ ♠♦❞✉❧✐ ♣❧♦''❡❞ ❛ ❛ ❢✉♥❝'✐♦♥

♦❢ '❤❡  '3❛✐♥ ❛♠♣❧✐'✉❞❡ γ ❡①❤✐❜✐' ❛ '3❡♥❞  ✐♠✐❧❛3 '♦ '❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ❋✐❣✳ ✶✳✷✱ ✇✐'❤ ❛ ❧✐♥❡❛3 3❡❣✐♠❡

❛'  ♠❛❧❧ γ✱ ❛ ❝♦♥❝❡♥'3❛'✐♦♥✲❞❡♣❡♥❞❡♥' ②✐❡❧❞✐♥❣ '3❛♥ ✐'✐♦♥ ✇✐'❤ ❛ ❝❤❛3❛❝'❡3✐ '✐❝ ♣❡❛❦ ♦❢

G′′
❛♥❞ ❛ '❡3♠✐♥❛❧ 3❡❣✐♠❡ ✐♥ '❤❡ ❧✐♠✐' ♦❢ ❧❛3❣❡ ❛♠♣❧✐'✉❞❡ ✳ ❆ ❋♦✉3✐❡3 ❛♥❛❧② ✐ ♦❢ '❤❡

❞❡'❛✐❧❡❞  ❤❛♣❡ ♦❢ '❤❡  '3❡  3❡ ♣♦♥ ❡ ♦❢ '❤❡  ❛♠♣❧❡ 3❡✈❡❛❧ '❤❡ ❛♣♣❡❛3❛♥❝❡ ♦❢ ❤✐❣❤❡3 ♦3❞❡3

❤❛3♠♦♥✐❝ ❛' ✜♥✐'❡ ❛♠♣❧✐'✉❞❡ ✱ ♠❛3❦✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛3 '♦ ♥♦♥❧✐♥❡❛3 '3❛♥ ✐'✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❡❛3 

'♦ ❜❡  ❤❛3♣❡3 ❛♥❞  ❤✐❢'❡❞ ❛' ❤✐❣❤❡3  '3❛✐♥ ❢♦3 ❞❡♥ ❡3  ❛♠♣❧❡ ✭❋✐❣✳ ✶✳✶✺❜✮✳

❚♦ ❛❝❝♦✉♥' ❢♦3 '❤❡ ♦❜ ❡3✈❡❞ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣②✱ '❤❡ ❛✉'❤♦3 ♣3♦♣♦ ❡ ❛ ♠♦❞❡❧ ❜❛ ❡❞ ♦♥

❛ ♠♦❞✐✜❝❛'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ✢✉✐❞✐'② ♠♦❞❡❧ ❜② ❉❡3❡❝ ❡! ❛❧✳ ❬❉❡3❡❝ ✷✵✵✸❪✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛  ✉♠♣'✐♦♥

♦❢ '❤✐ ♠♦❞❡❧ ✐ '❤❛' '❤❡  '3✉❝'✉3❛❧ 3❡❧❛①❛'✐♦♥ 3❛'❡ τ−1
❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦ ❡❞ ✐♥ '❤❡ ✐♥❞❡✲

♣❡♥❞❡♥' ✭❛❞❞✐'✐✈❡✮ ❝♦♥'3✐❜✉'✐♦♥ ♦❢ ❛  ♣♦♥'❛♥❡♦✉ 3❡❧❛①❛'✐♦♥ 3❛'❡ τ−1
0 ❛♥❞ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛3✱

 ❤❡❛3✲✐♥❞✉❝❡❞ ❝♦♥'3✐❜✉'✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐ ❝❛❧❧❡❞ ✢✉✐❞✐'② ❛♥❞ ❞❡♥♦'❡❞ ✇✐'❤ '❤❡ ❧❡''❡3 D✳ ❚❤❡

 '3✉❝'✉3❛❧ 3❡❧❛①❛'✐♦♥ '✐♠❡ τ ✐ '❤❡♥ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ ❛ ▼❛①✇❡❧❧✲'②♣❡ ❝♦♥ '✐'✉'✐✈❡ ❡?✉❛'✐♦♥✿

σ̇ = −(D+ τ−1
0 )σ +G(D)γ̇✱ ✇❤❡3❡ '❤❡ ❡❧❛ '✐❝ ♠♦❞✉❧✉ G(D) ♦❢ '❤❡ ▼❛①✇❡❧❧ ✢✉✐❞ ✐ ❛❧ ♦

❞❡♣❡♥❞❡♥' ♦♥  ❤❡❛3✳ ❚❤✉ ✱ '❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ 3❡ ♣♦♥ ❡ '♦ ❛♥ ❛3❜✐'3❛3②  ❤❡❛3 ❤✐ '♦3② ❝❛♥ ❜❡

❝♦♠♣✉'❡❞ ♦♥❝❡ '❤❡ '✐♠❡ ❡✈♦❧✉'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ✢✉✐❞✐'② ✐ ❞❡ ❝3✐❜❡❞ ❜② ❛ ❦✐♥❡'✐❝ ❡?✉❛'✐♦♥✳ ❚❤❡

❡①♣3❡  ✐♦♥ ♣♦ '✉❧❛'❡❞ ❜② ❉❡3❡❝ ❛♥❞ ❜♦33♦✇❡❞ ❜② ❈❛33✐❡3 ❛♥❞ N❡'❡❦✐❞✐ ✐ ✈❡3② ❣❡♥❡3❛❧✱

❛♥❞ 3❡❛❞ ✿



✶✳✸✳ ❙$❛$❡ ♦❢ $❤❡ ❛*$ ✸✸

❋✐❣✉*❡ ✶✳✶✺✿ ❙♦❢# ❝♦❧❧✐❞❛❧ ❣❧❛**✳ ✭❛✮ ❉②♥❛♠✐❝ *#2❛✐♥ *✇❡❡♣* ❢♦2 #❤2❡❡ ❞✐✛❡2❡♥# ✈♦❧✉♠❡

❢2❛❝#✐♦♥*✱ ❞❡❝2❡❛*✐♥❣ ❢2♦♠ #♦♣ ✭φ = 1.29✱ *;✉❛2❡*✮ #♦ ❜♦##♦♠ ✭φ = 0.77✱ #2✐❛♥❣❧❡*✮✳ ❊①♣❡2✲

✐♠❡♥#❛❧ *#♦2❛❣❡ ✭❝❧♦*❡❞ *②♠❜♦❧✮ ❛♥❞ ❧♦** ✭♦♣❡♥ *②♠❜♦❧*✮ ♠♦❞✉❧✐✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣2❡❞✐❝#✐♦♥*

❛2❡ ❞❡♣✐❝#❡❞ ✇✐#❤ *♦❧✐❞ ❧✐♥❡*✳ ✭❜✮ ❋♦✉2✐❡2 #2❛♥*❢♦2♠ 2❤❡♦❧♦❣②✿ ❢2❛❝#✐♦♥ ♦❢ #❤✐2❞ ❤❛2♠♦♥✐❝

✈❡2*✉* *#2❛✐♥ ❛♠♣❧✐#✉❞❡ ❢♦2 #❤❡ *❛♠❡ #❤2❡❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢2❛❝#✐♦♥*✳ ❆❞❛♣#❡❞ ❢2♦♠ ❬❈❛22✐❡2 ✷✵✵✾❪✳

Ḋ =

[

r + u

(

σD

γ̇

)λ
γ̇ν−ε

Dν

]

Dα − vDα+β
✭✶✳✶✮

✇❤❡2❡ ❛ *❡# ♦❢ ✺ ❡①♣♦♥❡♥#* (α, β, λ, ν, ε) ❛♥❞ ✸ ❝♦❡✣❝✐❡♥#* (r, u, v) ♠❛❦❡ #❤❡ ❡①♣2❡**✐♦♥

2❛#❤❡2 ✐♥✈♦❧✈❡❞✱ *♦ #❤❛# ❡✈❡♥ #❤♦✉❣❤ ❡①♣❡2✐♠❡♥#❛❧ ❞❛#❛ ❛2❡ ♥✐❝❡❧② ❞❡*❝2✐❜❡❞✱ ✐# 2❡♠❛✐♥*

❞✐✣❝✉❧# #♦ ❡①#2❛❝# ♣❤②*✐❝❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣ ❢2♦♠ #❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛2❛♠❡#❡2*✳ ❚❤❡ 2❡❧❡✈❛♥# ❛*♣❡❝# ♦❢

#❤✐* ✇♦2❦ ✐* #❤❛# ✐# ❧✐♥❦* #❤❡ ♠❡❛*✉2❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛2 ✈✐*❝♦❡❧❛*#✐❝✐#② #♦ ❛ ❝♦♥❝❡♣#✉❛❧❧② *✐♠♣❧❡

♠✐❝2♦*❝♦♣✐❝ ;✉❛♥#✐#②✱ ✇❤✐❝❤ ♠✐❣❤# ❜❡ ❞✐2❡❝#❧② ♣2♦❜❡❞ ✇✐#❤ #❡❝❤♥✐;✉❡* *✉❝❤ ❛* ❞②♥❛♠✐❝

❧✐❣❤# *❝❛##❡2✐♥❣✳ ◆♦# ♦♥❧② *✉❝❤ ♠❡❛*✉2❡♠❡♥#* ✇♦✉❧❞ 2❡♣2❡*❡♥# ❛ ♠✉❝❤ *#2♦♥❣❡2 #❡*# ♦❢

#❤❡ ✢✉✐❞✐#② ♠♦❞❡❧✱ ❜✉# #❤❡② ❝♦✉❧❞ ❛❧*♦ ♣2♦✈✐❞❡ ❛ ❞❡❡♣❡2 ✐♥*✐❣❤# ♦♥ #❤❡ ♥❛#✉2❡ ♦❢ #❤❡

♠✐❝2♦*❝♦♣✐❝ ♣2♦❝❡**❡* 2❡*♣♦♥*✐❜❧❡ ❢♦2 #❤❡ ♣♦*#✉❧❛#❡❞ *#2❛✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ #❤❡ *#2✉❝#✉2❛❧

2❡❧❛①❛#✐♦♥ 2❛#❡✳ ▼♦2❡ ❣❡♥❡2❛❧❧②✱ ❛ ❞✐2❡❝# ♠❡❛*✉2❡♠❡♥# ♦❢ *❤❡❛2✲✐♥❞✉❝❡❞ *#2✉❝#✉2❛❧ 2❡❧❛①✲

❛#✐♦♥ ✇♦✉❧❞ *❤❡❞ ❧✐❣❤# ♦♥ #❤❡ ♠✐❝2♦*❝♦♣✐❝ ♦2✐❣✐♥* ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛2 2❤❡♦❧♦❣②✱ ✇❤✐❝❤ ✐* ♦♥❡ ♦❢

#❤❡ ♠❛❥♦2 ❢✉♥❞❛♠❡♥#❛❧ ♦♣❡♥ ;✉❡*#✐♦♥* ❝✉22❡♥#❧② ❞❡❜❛#❡❞ ✐♥ #❤❡ *♦❢# ♠❛##❡2 ❝♦♠♠✉♥✐#②

❬❙❝❤❛❧❧ ✷✵✵✼✱ ❈❤❛♥ ✷✵✶✹❪✱ ❞❡*♣✐#❡ ❞❡❝❛❞❡* ♦❢ ❛##❡♠♣#* #♦ ✜♥❞ ❛ ❣❡♥❡2❛❧ ❢2❛♠❡✇♦2❦ ❢♦2

#❤❡*❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❬▲✐✉ ✶✾✾✽✱ ❚2❛♣♣❡ ✷✵✵✶❪✳

❚♦ #❤✐* ❛✐♠✱ ♦*❝✐❧❧❛#♦2② 2❤❡♦❧♦❣② ❝❛♥ ❜❡ ✉*❡❢✉❧❧② ❝♦✉♣❧❡❞ #♦ ♠♦2❡ ❞✐2❡❝# ♣2♦❜❡* ♦❢

#❤❡ ♠✐❝2♦*❝♦♣✐❝ *#2✉❝#✉2❡ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝*✳ ❚❤✐* ✐* *♣❡❝✐❛❧❧② #2✉❡ *✐♥❝❡✱ ❛❧#❤♦✉❣❤ #❤❡ ❧✐♥✲

❡❛2 ❛♥❞ #❤❡ ❧❛2❣❡ ❛♠♣❧✐#✉❞❡ 2❡❣✐♠❡* ❛2❡ *❤❛2❡❞ ✇✐#❤ *✐♠✐❧❛2 ❢❡❛#✉2❡* ❜② ❛❧❧ *♦❢# *♦❧✐❞*

❬▼✐②❛③❛❦✐ ✷✵✵✻❪✱ #❤❡ ❞❡#❛✐❧* ♦❢ #❤❡ ②✐❡❧❞✐♥❣ #2❛♥*✐#✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ 2❡♠✐♥✐*❝❡♥#

♦❢ #❤❡ ♠✐❝2♦*❝♦♣✐❝ ❞❡#❛✐❧* ♦❢ #❤❡ *❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ♣❛2#✐❝✉❧❛2 ❢♦2 *❛♠♣❧❡* ✇✐#❤ ❛ ♠✉❧#✐*❝❛❧❡



✸✹ ❈❤❛♣&❡( ✶✳ ▼♦&✐✈❛&✐♦♥ ❛♥❞ ❙&❛&❡ ♦❢ ❆(&

 !"✉❝!✉"❡  ✉❝❤ ❛  !❛" ♣♦❧②♠❡" ❣❧❛  ❡ ❬❍❡❧❣❡ ♦♥ ✷✵✵✼❪ ♦" ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ❣❡❧ ❬❑♦✉♠❛❦✐ ✷✵✶✶✱

❇"✉♥❡❧ ✷✵✶✻✱ ▼♦❣❤✐♠✐ ✷✵✶✼❪✳ ❙✉❝❤ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ②✐❡❧❞✐♥❣ ❝❛❧❧ ❢♦" ♠♦"❡ ❞✐"❡❝! ♠❡!❤♦❞ !♦

♣"♦❜❡ ❤♦✇ !❤❡  !"✉❝!✉"❡ ❡✈♦❧✈❡ ✉♥❞❡" ▲❆❖❙✱ ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡" ❛ ❤♦✇ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥

!❤❡  ❛♠♣❧❡  !"✉❝!✉"❡✳

❆ ✜" ! ❛!!❡♠♣! ❛! ❛❞❞"❡  ✐♥❣ !❤❡ ❡ I✉❡ !✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ !❤❡ ✇♦"❦ ♦❢ ❑✐♠ ❡! ❛❧✳

❬❑✐♠ ✷✵✶✹❪✱ ✇❤♦ ❡♠♣❧♦② ♥❡✉!"♦♥  ❝❛!!❡"✐♥❣ ✐♥ ♦"❞❡" !♦  !✉❞② !❤❡  !"✉❝!✉"❛❧ ♠♦❞✐✜❝❛!✐♦♥

♦❢ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ❣❡❧ ✉♥❞❡" ❧❛"❣❡ ❛♠♣❧✐!✉❞❡ ♦ ❝✐❧❧❛!♦"②  ❤❡❛"✳ ❋♦❝✉ ✐♥❣ ♦♥ !❤❡ ✈❡"② ❧❛"❣❡ ❛♠♣❧✐✲

!✉❞❡ ❧✐♠✐! ✭γ0 ❛ ❧❛"❣❡ ❛ ✺✵  !"❛✐♥ ✉♥✐! ✮✱ !❤❡ ❛✉!❤♦" ♦❜ ❡"✈❡ !❤❛! !❤❡ ❧❛"❣❡  ❝❛❧❡  !"✉❝!✉"❡

♦❢ !❤❡ ❣❡❧ ✐ ♣❡"✐♦❞✐❝❛❧❧② ♠♦❞✐✜❡❞✱ ✇❤✐❝❤ "❡✢❡❝! ✐♥ ❛ ♣❡"✐♦❞✐❝✱ ❛♥✐ ♦!"♦♣✐❝ ♠♦❞✉❧❛!✐♦♥

♦❢ !❤❡  ❝❛!!❡"❡❞ ✐♥!❡♥ ✐!② ❛! ❧♦✇  ❝❛!!❡"✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ✳ ❚❤✐ ❛♥✐ ♦!"♦♣② ✐ !❤♦"♦✉❣❤❧② ❝❤❛"✲

❛❝!❡"✐③❡❞ ❜② !❤❡ ❛✉!❤♦" ✐♥ ❜♦!❤ !❤❡ ✈❡❧♦❝✐!②✲❣"❛❞✐❡♥! ❛♥❞ !❤❡ ✈❡❧♦❝✐!②✲✈♦"!✐❝✐!② ♣❧❛♥❡ ✱

❛♥❞ ✐! ✐ I✉❛♥!✐✜❡❞ ❜② ❛  !"✉❝!✉"❛❧ ♣❛"❛♠❡!❡" Af ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣❧✐❝❛!❡❞ ✸❉ ✭σ, γ, Af ✮

❞✐❛❣"❛♠ ✐♥ ♣✐"❡❞ !♦ !❤❡ ▲✐  ❛❥♦✉ ♣❧♦! ✭❑✐♠ ❡! ❛❧✳ "❡❢❡" !♦ !❤♦ ❡ ❞✐❛❣"❛♠ ❛  !"✉❝!✉"❛❧

▲✐  ❛❥♦✉ ♣❧♦! ✮✳ ❲❡ ✇✐❧❧  ❡❡  ✐♠✐❧❛" ❞✐❛❣"❛♠ ✐♥ ❝❤❛♣!❡" ✼✱ ✇❤❡"❡ ✇❡ ❛"❣✉❡ !❤❛! !❤❡

❝♦♥❝❡♣! ♦❢  !"✉❝!✉"❛❧ ▲✐  ❛❥♦✉ ♣❧♦! ❤❛ !❤❡ ♣♦!❡♥!✐❛❧ !♦ ✐♥ ♣✐"❡ ❛♥❞ ❣✉✐❞❡ !❤❡ ❞❡❧✐❝❛!❡

❛♥❛❧② ✐ ♦❢ "❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ▲✐  ❛❥♦✉ ♣❧♦! ✳

❖♥❡ ❧✐♠✐!❛!✐♦♥ ♦❢ ♥❡✉!"♦♥  ❝❛!!❡"✐♥❣✱ ❤♦✇❡✈❡"✱ ✐ !❤❡ !②♣✐❝❛❧❧② ♣♦♦" ❝♦♥!"❛ !✱ ✇❤✐❝❤

❧✐♠✐! !❤❡ ❛♥❛❧② ✐ !♦ !❤❡ ❤✐❣❤❡ !  !"❛✐♥ ❛♠♣❧✐!✉❞❡ ✱ ♣"❡✈❡♥!✐♥❣ !❤❡ ❛✉!❤♦" ❢"♦♠ ❞✐ ❝✉  ✐♥❣

!❤❡ ❡✈♦❧✉!✐♦♥ ♦❢ !❤❡  !"✉❝!✉"❛❧  ✐❣♥❛!✉"❡ ❛❝"♦  ②✐❡❧❞✐♥❣✳ ❚❤✐ ♣"♦❜❧❡♠ ✐ ♦✈❡"❝♦♠❡ ❜②

❙❝❤❛❧❧ ❛♥❞ ❝♦✇♦"❦❡" ❬❉❡♥✐ ♦✈ ✷✵✶✺✱ ❉❛♥❣ ✷✵✶✻❪ ❜② ❡♠♣❧♦②✐♥❣  ②♥❝❤"♦!"♦♥ ①✲"❛② "❛❞✐❛!✐♦♥

♦♥ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ❣❧❛  ❡ ✳ ■♥ !❤✐ ✇♦"❦✱ ❛♥ ❛♥✐ ♦!"♦♣② ✐♥ !❤❡  !"✉❝!✉"❡ ❢❛❝!♦" ❢♦❧❧♦✇✐♥❣  !"❛✐♥

❛♠♣❧✐!✉❞❡ ❢"♦♠ !❤❡ ❧✐♥❡❛" "❡❣✐♠❡ ✉♣ !♦ !❤❡ ❧❛"❣❡ ❛♠♣❧✐!✉❞❡ !❡"♠✐♥❛❧ "❡❣✐♠❡ ✐ ❞❡!❡❝!❡❞✳

■♥ ♣❛"!✐❝✉❧❛"✱ !❤❡ ❛✉!❤♦" ❢♦❝✉ ♦♥ !✐♥② ✈❛"✐❛!✐♦♥ ❞❡!❡❝!❡❞ ❛! ❛  ❝❛!!❡"✐♥❣ ✈❡❝!♦" ❝♦""❡✲

 ♣♦♥❞✐♥❣ !♦ !❤❡ ♣♦ ✐!✐♦♥ ♦❢ !❤❡ ♣❡❛❦ ♦❢ !❤❡  !"✉❝!✉"❡ ❢❛❝!♦"✱ ✇❤❡"❡  ❝❛!!❡"✐♥❣ !❡❝❤♥✐I✉❡ 

♣"♦❜❡ ❛ ❧❡♥❣!❤ ❝❛❧❡ ❝♦♠♣❛"❛❜❧❡ !♦ !❤❡ ❞✐ !❛♥❝❡ ❜❡!✇❡❡♥ !✇♦ ♣❛"!✐❝❧❡ ✐♥ ❝❧♦ ❡ ❝♦♥!❛❝!✳

❚❤❡ ❛✉!❤♦" ❛"❣✉❡ !❤❛! ❛!  ✉❝❤ ❧❡♥❣!❤ ❝❛❧❡ !❤❡  !"✉❝!✉"❛❧ ❛♥✐ ♦!"♦♣②  !❡♠ ❢"♦♠ ❡❧❛ !✐❝

 ❤❡❛" ❞✐ !♦"!✐♦♥ ♦❢ !❤❡ ✧❝❛❣❡✧ ❡♥✈✐"♦♥♠❡♥! ❢❡❧! ❜② ❡❛❝❤ ♣❛"!✐❝❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐ ❛❧ ♦ "❡ ♣♦♥ ✐❜❧❡

❢♦" !❤❡ ❡❧❛ !✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ "❡ ♣♦♥ ❡ ♦❜ ❡"✈❡❞ ✐♥ !❤❡ ❧✐♥❡❛" "❡❣✐♠❡ ✭❝❛❣❡ ❡❧❛ !✐❝✐!②✮✳ ❇❡✲

②♦♥❞ !❤❡ ②✐❡❧❞ ♣♦✐♥!✱ !❤❡ ♦❜ ❡"✈❡❞ "❡ ♣♦♥ ❡ ❜❡❝♦♠❡ ♣"❡✈❛❧❡♥!❧② ❧✐I✉✐❞✲❧✐❦❡✱ ❛ !"❛♥ ✐!✐♦♥

!❤❛! ✐ ✐♥!❡"♣"❡!❡❞ ❛  ❤❡❛"✲✐♥❞✉❝❡❞ ♦✉!✲♦❢✲❝❛❣❡ ♣❛"!✐❝❧❡ ♠♦!✐♦♥✳ ❈♦❤❡"❡♥!❧②✱ !❤❡ ❛✉!❤♦" 

✜♥❞ !❤❛! !❤❡ ♦❜ ❡"✈❡❞ ❛♥✐ ♦!"♦♣② ✈❛♥✐ ❤❡ ❜❡②♦♥❞ ②✐❡❧❞✐♥❣✳ ❇② ✐♥!"♦❞✉❝✐♥❣ ❛♥ ❛❞✲❤♦❝

♦"❞❡" ♣❛"❛♠❡!❡"✱ !❤❡② ♠❡❛ ✉"❡ !❤❡ I✉❛❞"✉♣♦❧❛"  ②♠♠❡!"② ♦❢ !❤❡  ❝❛!!❡"❡❞ ✐♥!❡♥ ✐!②✱ ❛♥❞

♦❜ ❡"✈❡ !❤❛! ✐! ❞"♦♣ ✈❡"②  ❤❛"♣❧② ❢"♦♠ ✶ !♦ ✵ ❡①❛❝!❧② ✐♥ ❝♦""❡ ♣♦♥❞❡♥❝❡ !♦ !❤❡ ❝"♦  ♦✈❡"

❜❡!✇❡❡♥ G′
❛♥❞ G′′

✳ ❚❤❡② ✐♥!❡"♣"❡! !❤✐ ❢❛❝! ❛ !❤❡  ✐❣♥ !❤❛! ❝❛❣❡ ❡❧❛ !✐❝✐!② ✐ ✐♥ !❛♥!❛✲

♥❡♦✉ ❧② ❛♥❞ ❛❜"✉♣!❧② ❧♦ ! ✐♥ ❛  ❤❛"♣ !"❛♥ ✐!✐♦♥ "❡♠✐♥✐ ❝❡♥! ♦❢ !❤❡"♠♦❞②♥❛♠✐❝ ✜" !✲♦"❞❡"

♣❤❛ ❡ !"❛♥ ✐!✐♦♥ ✳ ❍♦✇❡✈❡"✱ !❤❡ ❛✉!❤♦" ❛❞♠✐! !❤❛! !❤❡✐" ✐♥!❡"♣"❡!❛!✐♦♥ ✐ "❛!❤❡"  ✉"✲

♣"✐ ✐♥❣✱ ❣✐✈❡♥ !❤❡  ♠♦♦!❤ ❝"♦  ♦✈❡" ♦❜ ❡"✈❡❞ ✐♥ "❤❡♦❧♦❣②✱ ❛♥❞ ❛ !"✉❡ ❡①♣❧❛♥❛!✐♦♥ ♦❢ !❤✐ 

❛♣♣❛"❡♥! ❞✐ ❝"❡♣❛♥❝② ✐ ♥♦! ♣"♦♣♦ ❡❞✳

❲✐!❤ !❤❡ ✐ ♦❧❛!❡❞ ✭!♦ !❤❡ ❜❡ ! ♦❢ ♦✉" ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✮ ❡①❝❡♣!✐♦♥ ♦❢ !❤✐ ✇♦"❦✱ !❤❡"❡ ✐ ❧❛"❣❡

❝♦♥ ❡♥ ✉ ✐♥ !❤❡  ❝✐❡♥!✐✜❝ ❝♦♠♠✉♥✐!② ♦♥ !❤❡ ❢❛❝! !❤❛! !❤❡ ♠✐❝"♦ ❝♦♣✐❝ ♦"✐❣✐♥ ♦❢ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❛ 

✐! ✐ ♦❜ ❡"✈❡❞ ✐♥ ▲❆❖❙ ❤❛ !♦ ❜❡ ❛!!"✐❜✉!❡❞ !♦ ❛ !"❛♥ ✐!✐♦♥ ✐♥ !❤❡ ♠✐❝"♦ ❝♦♣✐❝ ❞②♥❛♠✐❝ ✱

"❛!❤❡" !❤❛♥ ✐♥ !❤❡  !"✉❝!✉"❡ ❬❑❛✇❛ ❛❦✐ ✷✵✶✺❪✳ ❆ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥! ✇❛② ♦❢ ❛❞❞"❡  ✐♥❣ ✐""❡✈❡" ✐❜❧❡



✶✳✸✳ ❙$❛$❡ ♦❢ $❤❡ ❛*$ ✸✺

❋✐❣✉*❡ ✶✳✶✻✿ ❈♦♥❝❡♥%&❛%❡❞ ❡♠✉❧,✐♦♥✳ ✭❛✮ ❙❤❡❛& ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ %❤❡ &♠, ❞✐,♣❧❛❝❡♠❡♥% ♣❡&

,❤❡❛& ❝②❝❧❡ ✐♥ %❤❡ y ❞✐&❡❝%✐♦♥ ✭♣❡&♣❡♥❞✐❝✉❧❛& %♦ %❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ,❤❡❛&✮✳ ❉❛%❛ ❛&❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ❜② %❤❡

❡♠✉❧,✐♦♥ ✈♦❧✉♠❡ ❢&❛❝%✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞♦%%❡❞ ❧✐♥❡ ✐, %❤❡ %❤&❡,❤♦❧❞ ✉,❡❞ %♦ ❞❡✜♥❡ %❤❡ ♠✐❝&♦,❝♦♣✐❝

②✐❡❧❞ ,%&❛✐♥✱ γy✳ ✭❜✮ ❙♦❧✐❞ ,②♠❜♦❧,✿ ❢&❛❝%✐♦♥ fsm ♦❢ %❤❡ ✧,✉♣❡&♠♦❜✐❧❡✧ ❞&♦♣,✳ ❚❤❡ ❛❜,❝✐,,❛

♦❢ %❤❡ ♦♣❡♥ ♣♦✐♥%, ❝♦&&❡,♣♦♥❞ %♦ %❤❡ &❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝&♦,,♦✈❡& ,%&❛✐♥ γc✱ ✇❤❡&❡ %❤❡ ,❛♠♣❧❡ ✐,

✢✉✐❞✐③❡❞✳ ❚❤❡ ❞♦%%❡❞ ❧✐♥❡, ❛&❡ ❣✉✐❞❡, %♦ %❤❡ ❡②❡✱ ❝♦♥,✐,%❡♥% ✇✐%❤ %❤❡ ❤②♣♦%❤❡,✐, %❤❛% ❢✉❧❧

✢✉✐❞✐③❛%✐♦♥ ♠❛② ♦❝❝✉& ✇❤❡♥ ❛❧❧ ❞&♦♣, ❛&❡ ,✉♣❡&♠♦❜✐❧❡✱ ✐✳❡✳ ❢♦& fsm ❂ ✶✵✵✪✳ ❆❞❛♣%❡❞

❢&♦♠ ❬❑♥♦✇❧%♦♥ ✷✵✶✹❪✳

♠✐❝&♦,❝♦♣✐❝ ❞②♥❛♠✐❝, ✉♥❞❡& ♦,❝✐❧❧❛%♦&② ,❤❡❛& ✐, %♦ ♠♦♥✐%♦& %❤❡ ❡✈♦❧✉%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ,②,%❡♠

❛❝&♦,, ♦♥❡ ❢✉❧❧ ,❤❡❛& ❝②❝❧❡✱ ❛, ✐% ✐, ❞♦♥❡ ❢♦& ❡①❛♠♣❧❡ ❜② ❑♥♦✇❧%♦♥ ❡! ❛❧✳ ♦♥ ❝♦♥❝❡♥%&❛%❡❞

❡♠✉❧,✐♦♥, ❬❑♥♦✇❧%♦♥ ✷✵✶✹❪✳ ❚❤❡ ♠❛❝&♦,❝♦♣✐❝ &❤❡♦❧♦❣② ♦❢ %❤❡ ❡♠✉❧,✐♦♥, ❛❣❛✐♥ &❡,❡♠❜❧❡,

M✉❛❧✐%✐✈❡❧② ❋✐❣,✳ ✶✳✷ ❛♥❞ ✶✳✶✺✱ ✇✐%❤ ❛ &❛%❤❡& ,♠♦♦%❤ ❛♥❞ ❜&♦❛❞ ②✐❡❧❞✐♥❣ %&❛♥,✐%✐♦♥ %❤❛%

❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛&❛❝%❡&✐③❡❞ ❜② ❞✐✛❡&❡♥% ✧②✐❡❧❞ ,%&❛✐♥,✧ ✭❝❢✳ ❋✐❣✳ ✶✳✷✮✳ ■♥ ♦&❞❡& %♦ ,❤❡❞ ❧✐❣❤% ♦♥

%❤❡ ♠✐❝&♦,❝♦♣✐❝ ♦&✐❣✐♥ ♦❢ ②✐❡❧❞✐♥❣✱ %❤❡ ❛✉%❤♦&, ❝♦♥,✐❞❡& ❛, &❡❧❡✈❛♥% ♣❛&❛♠❡%❡& %❤❡ &♦♦%

♠❡❛♥ ,M✉❛&❡ ❞✐,♣❧❛❝❡♠❡♥% 〈∆y2〉0.5 ♦❢ ❞&♦♣❧❡%, ♦❜,❡&✈❡❞ ,%&♦❜♦,❝♦♣✐❝❛❧❧②✱ ✐✳❡✳ ❛% %✇♦ %✐♠❡,

,❡♣❛&❛%❡❞ ❜② ♦♥❡ ❢✉❧❧ ♣❡&✐♦❞✱ ✐♥ %❤❡ ❞✐&❡❝%✐♦♥ ♣❡&♣❡♥❞✐❝✉❧❛& %♦ ,❤❡❛&✳

❆, ❡①♣❡❝%❡❞✱ ♥♦ ,✐❣♥✐✜❝❛♥% ✐&&❡✈❡&,✐❜❧❡ ♠♦%✐♦♥ ✐, ❞❡%❡❝%❡❞ ❛% %❤❡ ,♠❛❧❧❡,% ,%&❛✐♥ ❛♠♣❧✐✲

%✉❞❡,✱ ✇❤❡&❡ %❤❡ ❡♠✉❧,✐♦♥ ❞❡❢♦&♠, ✐♥ ❛♥ ❡❧❛,%✐❝✱ &❡✈❡&,✐❜❧❡ ✇❛② ❛♥❞ ❛❧❧ ❞&♦♣, ❛♣♣❡❛& %♦ ❜❡

,%&♦❜♦,❝♦♣✐❝❛❧❧② ✐♠♠♦❜✐❧❡ ✇✐%❤✐♥ %❤❡ ♠❡❛,✉&❡♠❡♥% ♥♦✐,❡✳ ❲✐%❤ ✐♥❝&❡❛,✐♥❣ ❞❡❢♦&♠❛%✐♦♥

❛♠♣❧✐%✉❞❡✱ ❤♦✇❡✈❡&✱ 〈∆y2〉0.5 ❡①❤✐❜✐%, ❛ ,❤❛&♣ ✐♥❝&❡❛,❡ ✭❋✐❣✳ ✶✳✶✻❛✮ ❜❡②♦♥❞ ❛ ♠✐❝&♦,❝♦♣✐❝

②✐❡❧❞ ,%&❛✐♥ γy,micro✱ ✇❤✐❝❤ ♣&♦✈❡, %♦ ❜❡ ♠✉❝❤ ,♠❛❧❧❡& %❤❛♥ %❤❡ ❝&♦,,♦✈❡& ,%&❛✐♥ ✇❤❡&❡

G′ = G′′
✭γf ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✷✮✱ ❛♥❞ ❝❧♦,❡& %♦ %❤❡ ②✐❡❧❞ ,%&❛✐♥ ✭γy ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✷✮ ❞❡✜♥❡❞ ❛, %❤❡

♦♥,❡% ♦❢ %❤❡ ,❤❡❛& %❤✐♥♥✐♥❣ &❡❣✐♠❡✳ ▼♦&❡ ✐♥ ❞❡%❛✐❧✱ %❤❡ ❛✉%❤♦&, ,❤♦✇ %❤❛% %❤❡ ,✉❞❞❡♥ ✐♥✲

❝&❡❛,❡ ✐♥ 〈∆y2〉0.5 ✐, ❧✐♥❦❡❞ %♦ %❤❡ ❛♣♣❡❛&❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣♦♣✉❧❛%✐♦♥ ♦❢ ♠♦❜✐❧❡ ❞&♦♣, ✉♥❞❡&❣♦✐♥❣

❧❛&❣❡ ❞❡❢♦&♠❛%✐♦♥,✳ ▼♦❜✐❧❡ ❞&♦♣, ✐♥✐%✐❛❧❧② &❡♣&❡,❡♥% ❛ ♠✐♥♦&✐%② ♦❢ %❤❡ %♦%❛❧ ❞&♦♣,✱ ❛♥❞

%❤❡② ❛&❡ ,♣❛%✐❛❧❧② ♦&❣❛♥✐③❡❞ ✐♥ ♠♦❜✐❧❡ &❡❣✐♦♥, ♦❢ %❤❡ ,❛♠♣❧❡✳ ▼♦&❡♦✈❡&✱ ❛ ❝❛&❡❢✉❧ ❛♥❛❧②,✐,

♦❢ %❤❡ ♣&♦❜❛❜✐❧✐%② ❞❡♥,✐%② ❢✉♥❝%✐♦♥ ❢♦& ✐&&❡✈❡&,✐❜❧❡ ❞✐,♣❧❛❝❡♠❡♥%, ,❤♦✇, %❤❛% %❤❡ ♠♦❜✐❧❡

❞&♦♣, ❝❛♥ ❜❡ ❢✉&%❤❡& ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ %✇♦ ❝❧❛,,❡,✱ ✇✐%❤ ❞✐✛❡&❡♥% ♠♦❜✐❧✐%✐❡,✳ ❲❤❡♥ %❤❡ ,%&❛✐♥
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❊✳ ❚❤❡ ❛22♦✇ ✐♥❞✐❝❛.❡% .❤❡ ♣❡2✐♦❞ ♦❢ .❤❡ ❡①.❡2♥❛❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ♦%❝✐❧❧❛.✐♥❣ %.2❛✐♥ ✭❝♦22❡❧❛.✐♦♥

❡❝❤♦✮✳ ✭❜✮ g2(τ) 2❡♣2❡%❡♥.❡❞ ❛% ❛ ❢✉♥❝.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ 2❡❞✉❝❡❞ ✈❛2✐❛❜❧❡ A sin(ωτ/2) ❝❤♦%❡♥

.♦ ♠❛❦❡ ♣❧❛%.✐❝ 2❡❛22❛♥❣❡♠❡♥.% ❛♣♣❛2❡♥.✳ ❚❤❡ ❢✉❧❧ ❧✐♥❡ ❝♦22❡%♣♦♥❞% .♦ .❤❡ 2❡✈❡2%✐❜❧❡

♣❧❛%.✐❝✐.② ♠♦❞❡❧✳ ❚♦ ❢❛❝✐❧✐.❛.❡ .❤❡ ❝♦♠♣❛2✐%♦♥ ✇✐.❤ .❤❡ ❝♦22❡❧❛.✐♦♥ ♣2♦❞✉❝❡❞ ❜② ♣✉2❡❧②

❡❧❛%.✐❝ ❞❡❢♦2♠❛.✐♦♥✱ ♦♥❡ ❛♠♣❧✐.✉❞❡ ❢2♦♠ .❤❡ .2✉❡ ❧✐♥❡❛2 2❡❣✐♠❡ ❤❛% ❛❧%♦ ❜❡❡♥ ✐♥❝❧✉❞❡❞✱

✉%✐♥❣ %♠❛❧❧ ✜❧❧❡❞ ❝✐2❝❧❡%✳ ❆❞❛♣.❡❞ ❢2♦♠ ❬❍D❤❧❡2 ✶✾✾✼❪✳

!✉❛♥.✐✜❡❞ ✐♥ .❡2♠% ♦❢ ❛♥ ✐♥.❡♥%✐.② ❝♦22❡❧❛.✐♦♥ ❢✉♥❝.✐♦♥ g2(τ)✱ 2❡♣2❡%❡♥.❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✶✼❛

❛% ❛ ❢✉♥❝.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ .✐♠❡ ❞❡❧❛② τ ✳ ❚❤❡ ♦%❝✐❧❧❛.♦2② ❞❡❢♦2♠❛.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ ❢♦❛♠ 2❡✢❡❝.% ✐♥

.❤❡ ♦❜%❡2✈❡❞ ♦%❝✐❧❧❛.✐♦♥% ♦❢ g2(τ)✱ ✇❤✐❝❤ ❞✐%♣❧❛②% ♣❡❛❦% ❢♦2 .✐♠❡ ❞❡❧❛②% ❡!✉❛❧ .♦ ✐♥.❡❣❡2

♠✉❧.✐♣❧❡ ♦❢ .❤❡ ♦%❝✐❧❧❛.✐♦♥ ♣❡2✐♦❞ T ✱ ❛♥❞ ✐. ❞2♦♣% ❢♦2 ✐♥.❡2♠❡❞✐❛.❡ τ ✈❛❧✉❡% ♦❢ ❛♥ ❛♠♦✉♥.

❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ .❤❡ %.2❛✐♥ ❛♠♣❧✐.✉❞❡ γ0✳ ❚❤❡ ♣❡❛❦ ❛. τ = T ✐% .❤❡ %♦✲❝❛❧❧❡❞ ❝♦22❡❧❛.✐♦♥ ❡❝❤♦✱

❛♥❞ ✐. ❝♦♥.❛✐♥% ✐♥❢♦2♠❛.✐♦♥ ♦♥ ♠✐❝2♦%❝♦♣✐❝ 2❡✈❡2%✐❜✐❧✐.②✿ .❤❡ ♣❡❛❦ ✈❛❧✉❡ ❛2♦✉♥❞ ✶ ♣2♦✈❡%

.❤❛. ❛. ❛❧❧ %.2❛✐♥ ❛♠♣❧✐.✉❞❡% ✐♥✈❡%.✐❣❛.❡❞ .❤❡ ❞❡❢♦2♠❛.✐♦♥ ✐% ❡♥.✐2❡❧② 2❡✈❡2%✐❜❧❡✳ ❖♥ .❤❡

♦.❤❡2 ❤❛♥❞✱ ❞❡.❛✐❧❡❞ ✐♥❢♦2♠❛.✐♦♥ ♦♥ ♣❛2.✐❝❧❡ .2❛❥❡❝.♦2✐❡% ✐% ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ .❤❡ ❢✉❧❧ %❤❛♣❡ ♦❢

g2(τ)✱ ✇❤✐❝❤ 2❡✈❡❛❧% .❤❛.✱ ✇✐.❤✐♥ ❡❛❝❤ %❤❡❛2 ❝②❝❧❡✱ 2❡✈❡2%✐❜❧❡ ♣❧❛%.✐❝ 2❡❛22❛♥❣❡♠❡♥.% %.❛2.

♦❝❝✉22✐♥❣ ❜❡②♦♥❞ γy ∼ 0.05%✱ 2❡♠❛2❦❛❜❧② ❜❡❧♦✇ .❤❡ ②✐❡❧❞ ♣♦✐♥. ♣2♦❜❡❞ ❜② 2❤❡♦❧♦❣②✳ ❚❤❡

♦❜%❡2✈❛.✐♦♥ ♦❢ 2❡✈❡2%✐❜❧❡ ♣❧❛%.✐❝✐.② ✇✐.❤ ❉❲❙ ✐% ♠✉❝❤ ❧❡%% %.2❛✐❣❤.❢♦2✇❛2❞ .❤❛♥ ✐. ✇♦✉❧❞

❜❡ ✐♥ ❞✐2❡❝. %♣❛❝❡ ❛♥❛❧②%✐%✱ ❛♥❞ ✐♥ ♦2❞❡2 .♦ ♠❛❦❡ ♣❧❛%.✐❝ 2❡❛22❛♥❣❡♠❡♥.% ❛♣♣❛2❡♥.✱ .❤❡

❛✉.❤♦2% 2❡♣❧♦. .❤❡✐2 ❝♦22❡❧❛.✐♦♥ ❞❛.❛ ❛% ❛ ❢✉♥❝.✐♦♥ ♦❢ ❛ 2❡%❝❛❧❡❞ ✈❛2✐❛❜❧❡ ✭❋✐❣✳ ✶✳✶✼❜✮✳ ■♥

.❤✐% 2❡♣2❡%❡♥.❛.✐♦♥✱ g2(τ) ❢✉♥❝.✐♦♥% ❛. ❞✐✛❡2❡♥. ✈❛❧✉❡% ♦❢ γ0 ❛2❡ ❡①♣❡❝.❡❞ .♦ ❝♦❧❧❛♣%❡ ✐❢ .❤❡

❞❡❢♦2♠❛.✐♦♥ ✐% ♣✉2❡❧② ❡❧❛%.✐❝✳ ❚❤❡ ❢❛❝. .❤❛. ❧❛2❣❡ ❛♠♣❧✐.✉❞❡% ✭♦♣❡♥ %②♠❜♦❧% ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✶✼❜✮

❡①❤✐❜✐. ❛♥ ✉♣✇❛2❞% ❞❡✈✐❛.✐♦♥ ❢2♦♠ .❤❡ .2❡♥❞ ♦❜%❡2✈❡❞ ✐♥ .❤❡ ❧✐♥❡❛2 2❡❣✐♠❡ ✭%♠❛❧❧ ✜❧❧❡❞

%②♠❜♦❧%✮ ✐% .❤❡ %✐❣♥ .❤❛. ❞✉2✐♥❣ ❡❛❝❤ ❝②❝❧❡ .❤❡ ❢♦❛♠ ✐% ♣❡2✐♦❞✐❝❛❧❧② 2❡❛22❛♥❣❡❞✱ %✉❝❤

.❤❛. ❡❛❝❤ ♣❛2.✐❝❧❡ ♦♥ ❛✈❡2❛❣❡ ✐% ❞✐%♣❧❛❝❡❞ ❧❡%% .❤❛♥ ❡①♣❡❝.❡❞✳ ❚❤✐% 2❡%✉❧.✱ .♦❣❡.❤❡2 ✇✐.❤

.❤❡ ♣2❡✈✐♦✉% ♦♥❡%✱ %❤♦✇% .❤❛. .❤❡ ✐♥.❡2♣❧❛② ❜❡.✇❡❡♥ ♠✐❝2♦%❝♦♣✐❝ ❞②♥❛♠✐❝% ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛2



✸✽ ❈❤❛♣&❡( ✶✳ ▼♦&✐✈❛&✐♦♥ ❛♥❞ ❙&❛&❡ ♦❢ ❆(&

 ❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣ ♦♣❡ *✐❡+ ✐+ ❝♦♠♣❧❡①✱ ❛♥❞ ✐* ♠✐❣❤* ❡①❝❡❡❞ *❤❡ ✐♥*✉✐*✐✈❡ ♥♦*✐♦♥ ♦❢ ♠✐❝ ♦+❝♦♣✐❝

 ❡✈❡ +✐❜✐❧✐*②✳

❆ +❧✐❣❤*❧② ❞✐✛❡ ❡♥* ✐♥+✐❣❤* ✐♥*♦ *❤✐+ ✐♥*❡ ♣❧❛② ❝♦♠❡+ ❢ ♦♠ ❛ +❡ ✐❡+ ♦❢ ♣❛♣❡ + ❢ ♦♠

9❡*❡❦✐❞✐+ ❡! ❛❧✳ ❬9❡*❡❦✐❞✐+ ✷✵✵✷❛✱ 9❡*❡❦✐❞✐+ ✷✵✵✷❜✱ 9❡*❡❦✐❞✐+ ✷✵✵✸❪✱ ✇❤♦ +*✉❞② *❤❡ +❤❡❛ ✲

✐♥❞✉❝❡❞ ♠✐❝ ♦+❝♦♣✐❝  ❡❛  ❛♥❣❡♠❡♥*+ ✐♥ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ❣❧❛++❡+ ♦❢ ❤❛ ❞ +♣❤❡ ❡+ ❛* ❞✐✛❡ ❡♥* ❝♦♥✲

❝❡♥* ❛*✐♦♥+✳ ❚❤❡ ♠✐❝ ♦+❝♦♣✐❝ ❞②♥❛♠✐❝+ ❛ ❡ ♣ ♦❜❡❞ ❛❣❛✐♥ ❜② ❉❲❙✱ ❣✐✈✐♥❣ ❛❝❝❡++ *♦ ✐♥✲

*❡♥+✐*② ❝♦  ❡❧❛*✐♦♥ ❢✉♥❝*✐♦♥+ F✉❛❧✐*❛*✐✈❡❧② +✐♠✐❧❛ *♦ *❤❡ ♦♥❡+ ♦❢ ❋✐❣✳ ✶✳✶✼✳ ❲✐*❤  ❡+♣❡❝*

*♦ ❍K❤❧❡ ❡! ❛❧✳✱ ❤❡ ❡ *❤❡ ❞❡❢♦ ♠❛*✐♦♥+ ❛ ❡ ♠✉❝❤ ❧❛ ❣❡ ✱ +♦ *❤❛* *❤❡ ❛✉*❤♦ + ❤❛✈❡ *♦  ❡✲

+* ✐❝* *❤❡✐ ❛♥❛❧②+✐+ *♦ *✐♠❡ ❞❡❧❛②+ ✈❡ ② ❝❧♦+❡ *♦ *❤❡ ❝♦  ❡❧❛*✐♦♥ ❡❝❤♦❡+✱ +✐♥❝❡ ❡❧+❡✇❤❡ ❡

g2(τ)− 1 ≈ 0✳ ❆♥♦*❤❡  ❡❧❡✈❛♥* ❞✐✛❡ ❡♥❝❡ ✇✐*❤  ❡+♣❡❝* *♦ *❤❡ ♣ ❡✈✐♦✉+ ✇♦ ❦ ✐+ *❤❛* ❤❡ ❡

*❤❡ +♣♦♥*❛♥❡♦✉+ ❇ ♦✇♥✐❛♥ ♠♦*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ♣❛ *✐❝❧❡+ ❝♦♥* ✐❜✉*❡+ *♦ ❛ +✉❜+*❛♥*✐❛❧ ❞❡❝♦  ❡✲

❧❛*✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤❡ ♦ ❞❡ ❡❝❤♦❡+ ❡✈❡♥ ✐♥ *❤❡ ❧✐♥❡❛  ❡❣✐♠❡✳ ❚❤✉+✱ ✐♥ ♦ ❞❡ *♦ ❡♠♣❤❛+✐③❡

*❤❡  ♦❧❡ ♦❢ +❤❡❛ ✲✐♥❞✉❝❡❞  ❡❛  ❛♥❣❡♠❡♥*+✱ *❤❡ ❛✉*❤♦ + ♥♦ ♠❛❧✐③❡ *❤❡ ❡❝❤♦ ♣❡❛❦ ❤❡✐❣❤*

❜② ✐*+ ❧♦✇ +* ❛✐♥ ❛♠♣❧✐*✉❞❡ ❧✐♠✐*✳ ❚❤❡  ❡+✉❧* ✐+ +❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✶✽ ❛+ ❛ ❢✉♥❝*✐♦♥ ♦❢ γ0
❢♦ +❛♠♣❧❡+ ❛* ❞✐✛❡ ❡♥* ✈♦❧✉♠❡ ❢ ❛❝*✐♦♥+ φ✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐*② ♦❢ *❤❡ ✜❣✉ ❡ ✐+  ❛*✐♦♥❛❧✐③❡❞

❜② ✐❞❡♥*✐❢②✐♥❣✱ ❢♦ ❡❛❝❤ +* ❛✐♥ ❛♠♣❧✐*✉❞❡✱ *✇♦ ❝❤❛ ❛❝*❡ ✐+*✐❝ +* ❛✐♥+✿ ❛ +♠❛❧❧❡ ♦♥❡✱ γc1
✭*♦♣ ❛  ♦✇+✮✱ ✐♥❞✐❝❛*✐♥❣ *❤❡ ✜ +* ❞❡♣❛ *✉ ❡ ❢ ♦♠ ✉♥✐*②✱ ❛♥❞ ❛ ❧❛ ❣❡ ♦♥❡✱ γc2✱ ✐♥❞✐❝❛*✐♥❣

❝♦♠♣❧❡*❡ ❞✐+❛♣♣❡❛ ❛♥❝❡ ♦❢ *❤❡ ❡❝❤♦✳ ❆ ♣❛ ❛❧❧❡❧ ✇✐*❤ *❤❡ ✇♦ ❦ ♦❢ ❑♥♦✇❧*♦♥ ❡! ❛❧✳ ❝❛♥ ❜❡

❞ ❛✇♥ ❜② ✐♥*❡ ♣ ❡*✐♥❣ γc1 ❛+ *❤❡ ♦♥+❡* ♦❢ ♠✐❝ ♦+❝♦♣✐❝ ✐  ❡✈❡ +✐❜✐❧✐*②✱ ❛♥❞ γc2 ❛+ *❤❡ +* ❛✐♥

❛* ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣❧❡*❡ ✢✉✐❞✐③❛*✐♦♥ ♦❝❝✉ +✳ ■♥ ♣❛ *✐❝✉❧❛ ✱ *❤❡ ❛✉*❤♦ + ❞✐+❝✉++ *❤❡ ✉♥❡①♣❡❝*❡❞

❧❛ ❣❡ ✈❛❧✉❡+ ♦❢ γc1✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛+ ❧❛ ❣❡ ❛+ ✶✺✪ ❛* φ = 0.623 ❛♥❞ ❝♦♠❡+ *♦❣❡*❤❡ ✇✐*❤

*❤❡ +✉ ♣ ✐+✐♥❣❧② ❧❛ ❣❡  ❡❝♦✈❡ ❛❜❧❡ ❡❧❛+*✐❝ +* ❛✐♥+ ✭❛❣❛✐♥ ❛ ♦✉♥❞ ∼ 10 − 15%✮ *❤❛* *❤♦+❡

♠❛*❡ ✐❛❧+ ❝❛♥ *♦❧❡ ❛*❡ ❜❡❢♦ ❡ ②✐❡❧❞✐♥❣✳ ❚❤❡ ❛✉*❤♦ + ❡①♣❧❛✐♥ *❤✐+ ❜❡❤❛✈✐♦ ✇✐*❤ *❤❡ ❝♦♥❝❡♣*

♦❢ ❝❛❣❡ ❡❧❛+*✐❝✐*②✱ ✇❤✐❝❤ *❤❡② ❞❡✜♥❡ ❛+ *❤❡ ❛❜✐❧✐*② ♦❢ ❛ ♣❛ *✐❝❧❡ ❛♥❞ ✐*+ ❝❛❣❡ ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦ +

*♦ ✉♥❞❡ ❣♦ +✐❣♥✐✜❝❛♥* ❞✐+*♦ *✐♦♥ ✇❤✐❧❡ +*✐❧❧  ❡*❛✐♥✐♥❣ ✐*+ ✐❞❡♥*✐*②✳ ❆ ❝♦♠♣❛ ✐+♦♥ ✇✐*❤  ❤❡✲

♦❧♦❣② +❤♦✇+ *❤❛* ❢♦ *❤❡ ❝♦♥❝❡♥* ❛*❡❞ +❛♠♣❧❡+ ❞❡✈✐❛*✐♦♥+ ❢ ♦♠ ❧✐♥❡❛ ✐*② ❝❛♥ ❜❡ ♦❜+❡ ✈❡❞

❛❧ ❡❛❞② ❛* +* ❛✐♥+ +✐❣♥✐✜❝❛♥*❧② +♠❛❧❧❡ *❤❛♥ γc1✿ *❤✉+✱  ❡✈❡ +✐❜❧❡ ♣❧❛+*✐❝  ❡❛  ❛♥❣❡♠❡♥*+

♠✉+* *❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ✐♥ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ❣❧❛++❡+ ❛+ ✇❡❧❧✳

❚❤❡  ❡+✉❧* ✐+ ❡✈❡♥ ♠♦ ❡ ❛♣♣❛ ❡♥* ❛* *❤❡ ❧♦✇❡+* ❝♦♥❝❡♥* ❛*✐♦♥+ ✭+*✐❧❧ ❜❡②♦♥❞ *❤❡ ❣❧❛++

* ❛♥+✐*✐♦♥✮✱ ✇❤❡ ❡ γc1 ✐+ +♠❛❧❧✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ *❤❛* ❝♦♠♣❧❡*❡  ❡✈❡ +✐❜✐❧✐*② ✐+ ❧♦+*  ❛*❤❡ ❡❛ ❧②✱

❜✉* *❤❡ ❝♦  ❡❧❛*✐♦♥  ❡♠❛✐♥+ +✐❣♥✐✜❝❛♥* ✉♣ *♦ ✈❡ ② ❧❛ ❣❡ ❞❡❢♦ ♠❛*✐♦♥+✱ ❜❡②♦♥❞ ✺✵✪✱ ❛

✈❛❧✉❡ +❡✈❡ ❛❧ *✐♠❡+ ❧❛ ❣❡ *❤❛♥ *❤❡ ②✐❡❧❞ +* ❛✐♥ ♦❢ *❤❡ ♠❛*❡ ✐❛❧✳ ❚❤✐+ ✐♠♣❧✐❡+ *❤❛* +❡✈❡ ❛❧

 ❡❛  ❛♥❣❡♠❡♥*+ ❤❛✈❡ *♦ ♦❝❝✉ ✐♥ +❡F✉❡♥❝❡ ✇✐*❤✐♥ ♦♥❡ ♦+❝✐❧❧❛*✐♦♥✿ *❤❡ ❡❢♦ ❡ *❤❡ * ❛❥❡❝*♦ ②

♦❢ ♣❛ *✐❝❧❡+ ♠✉+* ❜❡ *♦ *✉♦✉+✱ ❜✉* ✐* ♠✉+* ❛❧+♦ ❜❡ ❧❛ ❣❡❧②  ❡✈❡ +✐❜❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐+  ❛*❤❡ 

✉♥❡①♣❡❝*❡❞✳ ■♥ ❛♥ ❛**❡♠♣* *♦ ❡①♣❧❛✐♥ *❤✐+ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✱ *❤❡ ❛✉*❤♦ +  ❡❢❡ *♦ ❛♥ ❛ ❣✉♠❡♥*

*❤❛* ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦ ❡ ❝♦♠♣❧❡*❡❧② ❞✐+❝❧♦+❡❞ ❜② 9✐♥❡ ❡! ❛❧✳ ✐♥ ♠♦ ❡  ❡❝❡♥* ②❡❛ +✱ ✇✐*❤  ❡❢❡ ❡♥❝❡

*♦ ♠✐❝ ♦+❝♦♣✐❝  ❡✈❡ +✐❜✐❧✐*② ✐♥ ❞✐❧✉*❡❞ +✉+♣❡♥+✐♦♥+ ❬9✐♥❡ ✷✵✵✺❪✳ ❚❤❡② ❛ ❣✉❡ *❤❛* +✐♥❝❡ *❤❡

❡F✉❛*✐♦♥+ ❞❡+❝ ✐❜✐♥❣ ❤②❞ ♦❞②♥❛♠✐❝ ✢♦✇ ❛* ❧♦✇ ❘❡②♥♦❧❞+ ♥✉♠❜❡ + ❛ ❡ +②♠♠❡* ✐❝ ✉♣♦♥

*✐♠❡  ❡✈❡ +❛❧ ✭t → −t✮✱ ♣❛ *✐❝❧❡+✬ * ❛❥❡❝*♦ ✐❡+ +❤♦✉❧❞ ❛❧✇❛②+ ❜❡  ❡✈❡ +✐❜❧❡ ✐♥ ❛❜+❡♥❝❡ ♦❢

❇ ♦✇♥✐❛♥ ♠♦*✐♦♥✳ ❚❤✉+✱ *❤❡② ❛** ✐❜✉*❡ *❤❡ ♦♥+❡* ♦❢ ✐  ❡✈❡ +✐❜✐❧✐*② *♦ ❇ ♦✇♥✐❛♥ ♠♦*✐♦♥✱

✇❤♦+❡ ❡✛❡❝*✐✈❡♥❡++ ❛* ✐♥* ♦❞✉❝✐♥❣ ✐  ❡✈❡ +✐❜✐❧✐*② ✐♥*♦ *❤❡ ♣❛ *✐❝❧❡ * ❛❥❡❝*♦ ✐❡+ ✐♥❝ ❡❛+❡+

+*❡❡♣❧② ♦♥ ❛♣♣ ♦❛❝❤✐♥❣  ❛♥❞♦♠ ❝❧♦+❡ ♣❛❝❦✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧❛✐♥+ *❤❡ ♠♦♥♦*♦♥✐❝ ❞❡❝ ❡❛+❡ ♦❢



✶✳✸✳ ❙$❛$❡ ♦❢ $❤❡ ❛*$ ✸✾

γc2 ✇✐"❤ ✐♥❝&❡❛)✐♥❣ φ✳

❋✐❣✉*❡ ✶✳✶✽✿ ❍❛&❞ )♣❤❡&❡ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ❣❧❛))✳ ❙"&❛✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ "❤❡ &❡❧❛"✐✈❡ ✜&)" ❡❝❤♦

❤❡✐❣❤" ✭P/ limγ0→0 P ✮ ❛" )❡✈❡&❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ❢&❛❝"✐♦♥) ❛) ✐♥❞✐❝❛"❡❞✳ 9&❡)❡♥"✐♥❣ "❤❡ ❞❛"❛ ✐♥

"❤✐) ❢♦&♠ &❡♠♦✈❡) "❤❡ ❡✛❡❝" ♦❢ ❇&♦✇♥✐❛♥ ♠♦"✐♦♥✳ ❚❤✉)✱ ✇❤❡♥ P/ limγ0→0 P = 1 "❤❡

)❛♠♣❧❡ )"&❛✐♥) ❡❧❛)"✐❝❛❧❧②✱ ❛♥❞ ❛♥② &❡❞✉❝"✐♦♥ ❜❡❧♦✇ ✶ ✐♠♣❧✐❡) ✐&&❡✈❡&)✐❜❧❡ )❤❡❛&✲✐♥❞✉❝❡❞

&❡❛&&❛♥❣❡♠❡♥")✳ ❆❞❛♣"❡❞ ❢&♦♠ ❬9❡"❡❦✐❞✐) ✷✵✵✷❛❪✳

❚❤❡)❡ ❡①❛♠♣❧❡) )❤♦✇ "❤❛"✱ ❜② ❝♦♠♣❛&✐♥❣ "❤❡ )②)"❡♠ ❜❡❢♦&❡ ❛♥❞ ❛❢"❡& ❛ ❝②❝❧✐❝ )❤❡❛&

♦❢ ❛♠♣❧✐"✉❞❡ γ0✱ ❛ &✐❝❤ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡① ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣② ✐) ❢♦✉♥❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐) ❢✉&"❤❡& ❝♦♠♣❧✐✲

❝❛"❡❞ ❜② "❤❡ ♦❜)❡&✈❛"✐♦♥ ♦❢ &❡✈❡&)✐❜❧❡ ♣❧❛)"✐❝ ❞❡❢♦&♠❛"✐♦♥)✱ ❝♦♥"&✐❜✉"✐♥❣ "♦ ♥♦♥❧✐♥❡❛&

&❤❡♦❧♦❣② ❜✉" ♥♦" "♦ )"&♦❜♦)❝♦♣✐❝ ❞②♥❛♠✐❝)✳ ■♥ ❛♥ ❛""❡♠♣" "♦ &❛"✐♦♥❛❧✐③❡ "❤❡ &❡)✉❧")✱

✇❡ ❝❛♥ ✐❞❡♥"✐❢② )❡✈❡&❛❧ &❡❣✐♠❡)✿ ✭✶✮ ❛ "&✉❡ ❧✐♥❡❛& &❡❣✐♠❡ ❛" )♠❛❧❧ γ0✱ ✇❤❡&❡ ♠✐❝&♦)❝♦♣✐❝

❞②♥❛♠✐❝) ❛&❡ "❤❡&♠❛❧❧②✲❛❝"✐✈❛"❡❞✱ ❛♥❞ ❡✈❡♥"✉❛❧ ♥♦♥❛✣♥❡ ❞❡❢♦&♠❛"✐♦♥) ♦♥❧② )"❡♠ ❢&♦♠

"❤❡ ❤❡"❡&♦❣❡♥❡✐"② ♦❢ "❤❡ )"&✉❝"✉&❡❀ ✭✷✮ ❛ &❡❣✐♠❡ ✇❤❡&❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛& &❤❡♦❧♦❣② ♠✐❣❤" ❝♦❡①✐)"

✇✐"❤ ♠✐❝&♦)❝♦♣✐❝ ✭❢✉❧❧✲❝②❝❧❡✮ &❡✈❡&)✐❜✐❧✐"②✱ ❛) ❛ ❝♦♥)❡N✉❡♥❝❡ ♦❢ &❡✈❡&)✐❜❧❡ ♣❧❛)"✐❝✐"②❀ ✭✸✮ "❤❡

♦♥)❡" ♦❢ ♠✐❝&♦)❝♦♣✐❝ ✐&&❡✈❡&)✐❜✐❧✐"② ❜❡②♦♥❞ ❛ ♠✐❝&♦)❝♦♣✐❝ ②✐❡❧❞ )"&❛✐♥❀ ✭✹✮ ❛ ❣&❛❞✉❛❧ ❛♥❞

❣❡♥❡&❛❧❧② ❝♦♠♣❧❡① "&❛♥)✐"✐♦♥ ✇❤❡&❡ ♠✐❝&♦)❝♦♣✐❝ &❡✈❡&)✐❜✐❧✐"② ✐) ♣&♦❣&❡))✐✈❡❧② ❧♦)" ❛♥❞ "❤❡

♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ &❡)♣♦♥)❡ ❡✈♦❧✈❡) "♦✇❛&❞) ❢✉❧❧ ✢✉✐❞✐③❛"✐♦♥❀ ✭✺✮ ❛ "❡&♠✐♥❛❧ &❡❣✐♠❡✱ ❝❤❛&❛❝"❡&✐③❡❞

❜② ❧✐N✉✐❞✲❧✐❦❡✱ ♠✐❝&♦)❝♦♣✐❝❛❧❧② ✐&&❡✈❡&)✐❜❧❡ &❡)♣♦♥)❡✳

❚❤✐) ♣✐❝"✉&❡ ✐) ✐♥"&✐❣✉✐♥❣✱ ❛♥❞ ❝❛❧❧) ❢♦& ❛ ❞❡❡♣❡& ✐♥✈❡)"✐❣❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ♠✐❝&♦)❝♦♣✐❝

♣&♦❝❡))❡) ♦❜)❡&✈❡❞ ✉♥❞❡& )❤❡❛&✳ ❖♥❡ ♥❛"✉&❛❧ ✇❛② "♦ ❝♦♠♣❧❡"❡ "❤❡ ❛❜♦✈❡ ♦❜)❡&✈❛"✐♦♥) ✐)

"♦ ❡①"❡♥❞ "❤❡ ❛♥❛❧②)✐) ❢&♦♠ ♦♥❡ "♦ )❡✈❡&❛❧ )❤❡❛& ❝②❝❧❡)✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❤❡❧♣ ❡❧✉❝✐❞❛"✐♥❣ "❤❡

♥❛"✉&❡ ♦❢ ✐&&❡✈❡&)✐❜❧❡ &❡❛&&❛♥❣❡♠❡♥") ✭❡✳❣✳ ❞✐✛✉)✐✈❡✱ ❜❛❧❧✐)"✐❝ ♦& )♦♠❡"❤✐♥❣ )"✐❧❧ ❞✐✛❡&❡♥"✮

♦❜)❡&✈❡❞ ✐♥ "❤❡ ✈❛&✐♦✉) &❡❣✐♠❡)✳ ❚❤✐) ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐)❝✉))❡❞ ✐♥ "❤❡ ♥❡①" ♣❛&❛❣&❛♣❤✳



✹✵ ❈❤❛♣&❡( ✶✳ ▼♦&✐✈❛&✐♦♥ ❛♥❞ ❙&❛&❡ ♦❢ ❆(&

✶✳✸✳✸❜ ❉②♥❛♠✐❝ ❢❛&✐❣✉❡ ❛♥❞ ❞❛♠❛❣❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛&✐♦♥

❖!❝✐❧❧❛&♦(② !❤❡❛( ❤❛! &❤❡ ✈❡(② ❛♣♣❡❛❧✐♥❣ ♣(♦♣❡(&② ♦❢ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ♦♥❡ &♦ ✐♥✈❡!&✐❣❛&❡ &❤❡

!❛♠♣❧❡ ✐♥ ❛ !&❛&✐♦♥❛(② !&❛&❡✿ ♣(♦✈✐❞❡❞ &❤❛& !✉❝❤ !&❛&❡ ❡①✐!&! ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❡(✐♠❡♥&❛❧❧②
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'❤❛' ❡✈❡♥' '♦ ❢✉❧❧② ♣!♦♣❛❣❛'❡ ❛♥❞ ❢♦! ②✐❡❧❞✐♥❣ '♦ ♦❝❝✉!✳

❋✐❣✉*❡ ✶✳✶✾✿ ❈❛!❜♦♥ ❜❧❛❝❦ ❣❡❧✳ ✭❛✮ ❚✐♠❡✲!❡,♦❧✈❡❞ ▲❆❖❙'!❡,, ❡①♣❡!✐♠❡♥' ✐❧❧✉,'!❛'✐♥❣

'❤❡ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❛♥❞ ✢✉✐❞✐③❛'✐♦♥ ✉♥❞❡! ❛♥ ♦,❝✐❧❧❛'♦!② ,'!❡,, ♦❢ ❝♦♥,'❛♥' ❛♠♣❧✐'✉❞❡ σ✳ ●!❛②

❞❛,❤❡❞ ❧✐♥❡, ✐♥❞✐❝❛'❡ '✇♦ ❝❤❛!❛❝'❡!✐,'✐❝ '✐♠❡,✿ '❤❡ '✐♠❡ τw ,✉❝❤ '❤❛' G′(τw) = G′′(τw)✱

✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥❡, ❛♣♣❛!❡♥' ②✐❡❧❞✐♥❣✱ ❛♥❞ '❤❡ '✐♠❡ τf ❛' ✇❤✐❝❤ ❞γ0✴❞t !❡❛❝❤❡, ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♠❛①✲

✐♠✉♠✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦!!❡,♣♦♥❞, '♦ ❢✉❧❧ ✢✉✐❞✐③❛'✐♦♥ ❛, ✐♥❢❡!!❡❞ ❢!♦♠ ✉❧'!❛,♦♥✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣✳ ✭❜✮

❙♣❛'✐♦'❡♠♣♦!❛❧ ❞✐❛❣!❛♠, ♦❢ '❤❡ ✉❧'!❛,♦♥✐❝ ,♣❡❝❦❧❡ ✐♠❛❣❡, !❡❝♦!❞❡❞ ,✐♠✉❧'❛♥❡♦✉,❧② '♦ '❤❡

!❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛'❛ ,❤♦✇♥ ✐♥ ♣❛♥❡❧ ✭❛✮✳ ❲❤✐'❡ ❞❛,❤❡❞ ❧✐♥❡, ✐♥❞✐❝❛'❡ τw ❛♥❞ τf ✳ ✭❝✮ ■♠❛❣❡, ♦❢

'❤❡ ❞✐,♣❧❛❝❡♠❡♥' ✜❡❧❞ ∆(r, z, t) ❜❡'✇❡❡♥ '✇♦ ,✉❝❝❡,,✐✈❡ ✉❧'!❛,♦♥✐❝ ♣✉❧,❡, ❛' ✈❛!✐♦✉, '✐♠❡,

❞✉!✐♥❣ '❤❡ ②✐❡❧❞✐♥❣ ♣!♦❝❡,,✳ ❆❞❛♣'❡❞ ❢!♦♠ ❬N❡!❣❡ ✷✵✶✹❪✳

■❢ '❤✐, !❡,✉❧' ✐, '!✉❡ ❢♦! ❛ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ❣❧❛,, ❧✐❦❡ '❤❡ ♦♥❡ ✐♥✈❡,'✐❣❛'❡❞ ❜② ❘♦❣❡!, ❡! ❛❧✳✱ ✐' ✐,

❛❧❧ '❤❡ ♠♦!❡ '!✉❡ ❢♦! ♥❡'✇♦!❦ ❢♦!♠✐♥❣ ,②,'❡♠, ❧✐❦❡ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ♦! ♣♦❧②♠❡! ❣❡❧,✱ ✇❤❡!❡ ❛ ,♠❛❧❧

❞❛♠❛❣❡ ✐♥ '❤❡ ,'!❡,, ❜❡❛!✐♥❣ ♥❡'✇♦!❦ !❡✢❡❝', ✐♥ ❛ ,✐❣♥✐✜❝❛♥' ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ '❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧



✹✷ ❈❤❛♣&❡( ✶✳ ▼♦&✐✈❛&✐♦♥ ❛♥❞ ❙&❛&❡ ♦❢ ❆(&

♣!♦♣❡!$✐❡&✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❛❧&♦ ✐♠♣❧② ❝❛$❛&$!♦♣❤✐❝ ❞❡❧❛②❡❞ ❢❛✐❧✉!❡ ❜❡②♦♥❞ ❛ ❣✐✈❡♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢

❞❛♠❛❣❡✳ ❚❤✐& ❡✛❡❝$ ✐& ❡①$❡♥&✐✈❡❧② ❛❞❞!❡&&❡❞ ❜② ▼❛♥♥❡✈✐❧❧❡ ❛♥❞ ❝♦✇♦!❦❡!& ✇✐$❤ &$!❡&&

✐♠♣♦&❡❞ ▲❆❖❙ ♦♥ ❞✐✛❡!❡♥$ ❣❡❧&✱ ♥❛♠❡❧② ❝❛!❜♦♥ ❜❧❛❝❦ ❣❡❧& ❬●✐❜❛✉❞ ✷✵✶✵✱ E❡!❣❡ ✷✵✶✹❪

❛♥❞ ♣!♦$❡✐♥ ❣❡❧& ❬❙❛✐♥$✲▼✐❝❤❡❧ ✷✵✶✼❪✳ ❚❤❡✐! ❡①♣❡!✐♠❡♥$& ❝♦♥&✐&$ ✐♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛♥ ♦&❝✐❧❧❛$✐♥❣

&$!❡&& ✇✐$❤ ❛♠♣❧✐$✉❞❡ σ0 ❜❡❧♦✇ $❤❡ ②✐❡❧❞ &$!❡&& ❛♥❞ $♦ ❢♦❧❧♦✇ $❤❡ ❛♠♣❧✐$✉❞❡ γ0(t) ♦❢ $❤❡

!❡&✉❧$✐♥❣ ❞❡❢♦!♠❛$✐♦♥ ❛& ❛ ❢✉♥❝$✐♦♥ ♦❢ $✐♠❡ &♣❡♥$ ✉♥❞❡! ♦&❝✐❧❧❛$♦!② &$!❡&&✳ ❚❤❡ ❛✉$❤♦!&

♦❜&❡!✈❡ $❤❛$ ❡✈❡♥ ❢♦! &$!❡&& ❧❡✈❡❧& ♠✉❝❤ ❜❡❧♦✇ $❤❡ ②✐❡❧❞ &$!❡&&✱ γ0(t) ✐& ♥♦$ ❝♦♥&$❛♥$✱

❜✉$ &❧♦✇❧② ✐♥❝!❡❛&❡& ♦✈❡! $✐♠❡✱ ✐♥ ❛ &✉❜❧✐♥❡❛! ❣!♦✇$❤ ✇❤✐❝❤ ✐& !❡❛❞ ❛& ❛ ♠❛♥✐❢❡&$❛$✐♦♥

♦❢ ❢❛$✐❣✉❡✳ ❚❤✐& ✐♥$❡!♣!❡$❛$✐♦♥ ✐& ❝♦♥✜!♠❡❞ ❜② $❤❡ ❞✐!❡❝$ ♦❜&❡!✈❛$✐♦♥ ♦❢ ❞❡❧❛②❡❞ ❢❛$✐❣✉❡

❢❛✐❧✉!❡✱ ♦❝❝✉!!✐♥❣ ❛❢$❡! ❛ ✇❛✐$✐♥❣ $✐♠❡ τw ✭❋✐❣✳ ✶✳✶✾❛✮✳ ❆$ τw✱ $❤❡ ❛♠♣❧✐$✉❞❡ γ0(t) ❞✐&♣❧❛②&

❛ &$!♦♥❣✱ &✉❞❞❡♥ ❛❝❝❡❧❡!❛$✐♦♥✱ ❛♥❞ ❡♥$❡!& ✐♥ ❛♥ ✉♥&$❛❜❧❡ !❡❣✐♠❡ ❝❤❛!❛❝$❡!✐③❡❞ ❜② &$!♦♥❣

$❡♠♣♦!❛❧ ✢✉❝$✉❛$✐♦♥& ♦❢ ✐$& $✐♠❡ ❞❡!✐✈❛$✐✈❡ ❞γ0✴❞t✳ ❚❤✐& ✉♥&$❛❜❧❡ !❡❣✐♠❡ ❧❛&$& ✉♥$✐❧ ❛

&❡❝♦♥❞ ❝❤❛!❛❝$❡!✐&$✐❝ $✐♠❡ τf ✱ ❛❢$❡! ✇❤✐❝❤ $❤❡ &$!♦♥❣ ✢✉❝$✉❛$✐♦♥& ❞✐&❛♣♣❡❛! ❛♥❞ γ0(t)

❛♣♣!♦❛❝❤❡& ❛ ♣❧❛$❡❛✉ ✈❛❧✉❡✳ ❲❤✐❧❡ ❙❛✐♥$✲▼✐❝❤❡❧ ❡! ❛❧✳ $!② $♦ ♣!❡❞✐❝$ &✉❝❤ ❞❡❧❛②❡❞ ❢❛✐❧✉!❡

❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛$ ❛♥ ✐♥$!✐❣✉✐♥❣✱ ②❡$ ♦❜&❝✉!❡✱ ♣♦✇❡!✲❧❛✇ &❝❛❧✐♥❣ ♦❢ ❤✐❣❤❡! ♦!❞❡! ❤❛!♠♦♥✐❝& ❛& ❛

❢✉♥❝$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ✐♥&$❛♥$❛♥❡♦✉& ❛♠♣❧✐$✉❞❡ ❬❙❛✐♥$✲▼✐❝❤❡❧ ✷✵✶✼❪✱ ❤❡!❡ ✇❡ ❛!❡ !❛$❤❡! ✐♥$❡!❡&$❡❞

✐♥ ✉♥❞❡!&$❛♥❞✐♥❣ $❤❡ ♠✐❝!♦&❝♦♣✐❝ ♣!♦❝❡&&❡& ♦❝❝✉!!✐♥❣ ✐♥ $❤❡ &❛♠♣❧❡ ❞✉!✐♥❣ $❤❡ $❤!❡❡

!❡❣✐♠❡& ✐❞❡♥$✐✜❡❞ ❜② !❤❡♦❧♦❣②✱ ✇✐$❤ ♣❛!$✐❝✉❧❛! ❢♦❝✉& ♦♥ $❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❞②♥❛♠✐❝& ❞❡$❡❝$❡❞

❝❧♦&❡ $♦ $❤❡ $✇♦ ❝❤❛!❛❝$❡!✐&$✐❝ $✐♠❡& τw ❛♥❞ τf ✳ ❚♦ $❤✐& ❛✐♠✱ E❡!❣❡ ❡! ❛❧✳ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥$ $❤❡✐!

!❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡❛&✉!❡♠❡♥$& ✇✐$❤ ❛ ♠♦!❡ ❧♦❝❛❧ ✐♥&✐❣❤$ ♦❜$❛✐♥❡❞ ❜② $❤❡ ❛❧!❡❛❞② ✐♥$!♦❞✉❝❡❞

✉❧$!❛&♦✉♥❞ &❝❛$$❡!✐♥❣ $❡❝❤♥✐S✉❡✳ ■♥ ♣❛!$✐❝✉❧❛!✱ ❤❡!❡ $❤❡ ❛✉$❤♦!& ❢✉❧❧② ❡①♣❧♦✐$ $❤❡ ❝♦❤❡!❡♥❝❡

♦❢ $❤❡✐! &❝❛$$❡!✐♥❣ &✐❣♥❛❧ S(z, r, t)✿ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐$& &$!♦❜♦&❝♦♣✐❝ ❡✈♦❧✉$✐♦♥ ✭❋✐❣✳ ✶✳✶✾❜✮✱ $❤❡②

✜♥❞ $❤❛$ $❤❡ &♣❡❝❦❧❡& ❛!❡ ♠♦&$❧② &$❛$✐❝ ✉♥$✐❧ τw✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥& $❤❛$ $❤❡ &❝❛$$❡!❡!& ❛!❡

❡&&❡♥$✐❛❧❧② &$!♦❜♦&❝♦♣✐❝❛❧❧② ✐♠♠♦❜✐❧❡ ❞✉!✐♥❣ $❤❡ ✜!&$ ✐♥❞✉❝$✐♦♥ $✐♠❡✳ ❚❤✐& ✐& !❡♠✐♥✐&❝❡♥$

♦❢ ❛ &♦❧✐❞✲❧✐❦❡ ❜❡❤❛✈✐♦!✱ ❝♦!!♦❜♦!❛$❡❞ ❜② $❤❡ ❢❛❝$ $❤❛$ ❤❡!❡ G′ > G′′
✳ ■♥ $❤❡ ♦♣♣♦&✐$❡

!❡❣✐♠❡✱ ❛❢$❡! τf ✱ $❤❡ ♦♣♣♦&✐$❡ &✐$✉❛$✐♦♥ ❤♦❧❞&✱ ❛♥❞ $❤❡ &❝❛$$❡!❡!& ❛!❡ ❝♦♠♣❧❡$❡❧② !❡❛!!❛♥❣❡❞

❛❢$❡! ❡❛❝❤ &❤❡❛! ❝②❝❧❡✿ $❤✐& ✐& ✐♥&$❡❛❞ &✉❣❣❡&$✐✈❡ ♦❢ ❛ ❧✐S✉✐❞✲❧✐❦❡ ❜❡❤❛✈✐♦!✱ ❝♦♥&✐&$❡♥$ ✇✐$❤

$❤❡ ❞♦♠✐♥❛$✐♥❣ ❧♦&& ♠♦❞✉❧✉& G′′
✳ ❚❤❡ ✐♥$❡!♠❡❞✐❛$❡ &✐$✉❛$✐♦♥ ✐& ❛❧&♦ ✐♥$!✐❣✉✐♥❣✱ ❛♥❞ ✐$ ✐&

❜❡$$❡! ❛❞❞!❡&&❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✶✾❝✱ ✇❤❡!❡ ❛ ❝!♦&&✲❝♦!!❡❧❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ &♣❡❝❦❧❡ ✐♠❛❣❡& ✇❛& ✉&❡❞

$♦ ❡①$!❛❝$ $❤❡ ❞✐&♣❧❛❝❡♠❡♥$ ♠❛♣&✳ ❚❤❡ ❛✉$❤♦!& ❛!❣✉❡ $❤❛$ ❢♦! ✇❛✐$✐♥❣ $✐♠❡& ❜❡$✇❡❡♥ τw
❛♥❞ τf ✱ $❤❡ !❡&✉❧$& ❝❛♥ ❜❡ ✐♥$❡!♣!❡$❡❞ ❛& $❤❡ ❣!❛❞✉❛❧ ✢✉✐❞✐③❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❣❡❧✱ &$❛!$✐♥❣ ❛$

$✐♠❡ τw ✇✐$❤ &❧✐♣ ❛$ $❤❡ ✐♥♥❡! ♠♦✈✐♥❣ ✇❛❧❧ ❛♥❞ ❛$$❛✐♥✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡$✐♦♥ ❛$ $✐♠❡ τf ✳

❚❤❡ ❣!❛❞✉❛❧ ✢✉✐❞✐③❛$✐♦♥ ♣!♦❝❡&& ♦❜&❡!✈❡❞ ❜② E❡!❣❡ ❡! ❛❧✳ ❝♦♥&♦❧✐❞❛$❡& $❤❡ !❡&✉❧$ ♦❜✲

$❛✐♥❡❞ ❜② ❘♦❣❡!& ❡! ❛❧✳✱ ❛♥❞ &✉❣❣❡&$& $❤❛$ $❤❡ ❣!❛❞✉❛❧ ♥❛$✉!❡ ❝♦!!❡&♣♦♥❞& $♦ ❛ ♣!♦❣!❡&&✐✈❡

❡!♦&✐♦♥ ♦❢ &♦❧✐❞✲❧✐❦❡ ❞♦♠❛✐♥& &$❛!$✐♥❣ ❢!♦♠ $❤❡ ❜♦✉♥❞❛!✐❡& ✭❋✐❣✳ ✶✳✶✾❝✮✳

❚❤❡ &❧♦✇ ♣!♦❝❡&& ♦❢ ❞❛♠❛❣❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛$✐♦♥ ❝❛♥ ❛❧&♦ ❜❡ ✉&❡❢✉❧❧② ✐♥✈❡&$✐❣❛$❡❞ ❜② ❝♦✉♣❧✐♥❣

$❤❡ ♠❛❝!♦&❝♦♣✐❝ ❞❡❢♦!♠❛$✐♦♥ $♦ ❛ ♠♦!❡ ❞✐!❡❝$ ♣!♦❜❡ ♦❢ $❤❡ ♠✐❝!♦&❝♦♣✐❝ ❞②♥❛♠✐❝&✳ ❲✐$❤

!❡&♣❡❝$ $♦ $❤❡ ♣!❡✈✐♦✉& ❡①♣❡!✐♠❡♥$& ❞✐&❝✉&&❡❞✱ ❞②♥❛♠✐❝ ❢❛$✐❣✉❡ ❡①♣❡!✐♠❡♥$& ❛!❡ ♣❛!$✐❝✲

✉❧❛!❧② ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ❢♦! ❞✐!❡❝$ &♣❛❝❡ ❛♣♣!♦❛❝❤❡& ❜❛&❡❞ ♦♥ ♣❛!$✐❝❧❡ $!❛❝❦✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ♣!♦✈❡❞

$♦ ❜❡ ✈❡!② ❡✛❡❝$✐✈❡ ✐♥ ❞❡$❡❝$✐♥❣ ❞✐&♣❧❛❝❡♠❡♥$& ❛❝!♦&& ♦♥❡ ❝②❝❧❡✱ ❜❡❝❛✉&❡ ♦❢ $❤❡ ✐♠♣♦!✲

$❛♥$ ❛♥❞ ♣♦$❡♥$✐❛❧❧② ♦✉$✲♦❢✲♣❧❛♥❡ !❡❛!!❛♥❣❡♠❡♥$&✳ ❋♦! $❤✐& !❡❛&♦♥✱ &❝❛$$❡!✐♥❣ $❡❝❤♥✐S✉❡&

♣!♦✈❡ $♦ ❜❡ ♠♦!❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥$✱ ❜❡❝❛✉&❡ $❤❡② ♠❡❛&✉!❡ ❝♦❧❧❡❝$✐✈❡ ❞②♥❛♠✐❝&✱ ✇✐$❤ ♥♦ ♥❡❡❞



✶✳✸✳ ❙$❛$❡ ♦❢ $❤❡ ❛*$ ✹✸

❋✐❣✉*❡ ✶✳✷✵✿ ✭❛✮ ❍❛$❞ &♣❤❡$❡& ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ❣❧❛&&✳ ❉❡❝❛② ♦❢ ❤✐❣❤ ♦$❞❡$ ❡❝❤♦❡& ❛3 ✈❛$✐♦✉&

&3$❛✐♥ ❛♠♣❧✐3✉❞❡& ✐& $❡♣$❡&❡♥3❡❞ ❜② 3❤❡ $❛3✐♦ ♦❢ 3❤❡ ❛♠♣❧✐3✉❞❡ ♦❢ 3❤❡ m3❤ ❡❝❤♦ ❛3 ❛ &3$❛✐♥

γ0 3♦ 3❤❡ ❝♦$$❡&♣♦♥❞✐♥❣ ❛♠♣❧✐3✉❞❡ ❛3 3❤❡ ❧♦✇❡&3 &3$❛✐♥✳ ❚❤✐& $❛3✐♦ 3❛❦❡& ✐♥3♦ ❛❝❝♦✉♥3 3❤❡

❞❡❝❛② ♦❢ 3❤❡ ❤✐❣❤ ♦$❞❡$ ❡❝❤♦❡& ❞✉❡ 3♦ ❇$♦✇♥✐❛♥ ♠♦3✐♦♥ ✭❛❞❛♣3❡❞ ❢$♦♠ ❬>❡3❡❦✐❞✐& ✷✵✵✷❛❪✮✳

✭❜✮ ❈♦❧❧♦✐❞❛❧ ❣❡❧✳ ❉❡❝❛② ♦❢ ❤✐❣❤ ♦$❞❡$ ❡❝❤♦❡& ❛3 ✈❛$✐♦✉& &3$❛✐♥ ❛♠♣❧✐3✉❞❡&✱ ✜33❡❞ ❜②

&3$❡3❝❤❡❞✲❡①♣♦♥❡♥3✐❛❧ ❢✉♥❝3✐♦♥& ❆❞❛♣3❡❞ ❢$♦♠ ❬▲❛✉$❛3✐ ✷✵✶✹❪✳

♦❢ ✐❞❡♥3✐❢②✐♥❣ &✐♥❣❧❡ ♣❛$3✐❝❧❡&✳ ❋♦$ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❍L❜$❛✉❞ ❡! ❛❧✳ ❬❍L❜$❛✉❞ ✶✾✾✼❪ &3✉❞② &❤❡❛$✲

✐♥❞✉❝❡❞ $❡❛$$❛♥❣❡♠❡♥3& ✐♥ ❝♦♥❝❡♥3$❛3❡❞ ❡♠✉❧&✐♦♥& ✇✐3❤ ❉❲❙✱ ❜② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 3❤❡ ❞❡❝❛②

♦❢ ❤✐❣❤❡$ ♦$❞❡$ ❝♦$$❡❧❛3✐♦♥ ❡❝❤♦❡&✳ ❚❤❡② ✜♥❞ 3❤❛3✱ ❛❢3❡$ 3❤❡ ✜$&3 ❝♦$$❡❧❛3✐♦♥ ❞$♦♣ ❢$♦♠

g2(0) − 1 = 1 3♦ 3❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ 3❤❡ ✜$&3 ❝♦$$❡❧❛3✐♦♥ ❡❝❤♦✱ ❛ Q✉❛&✐✲♣❧❛3❡❛✉ ✐& $❡❛❝❤❡❞✱ ✇✐3❤

3❤❡ ❧❡✈❡❧ ❤✐❣❤❡$ ♦$❞❡$ ❡❝❤♦❡& $❡♠❛✐♥✐♥❣ ❡&&❡♥3✐❛❧❧② 3❤❡ &❛♠❡ ♦❢ 3❤❡ ✜$&3 ♦♥❡✳ ❚❤❡ ❛✉3❤♦$&

❝♦♥❝❧✉❞❡ 3❤❛3 ♠♦&3 ♦❢ 3❤❡ $❡❛$$❛♥❣❡♠❡♥3& ♦❝❝✉$ ✇✐3❤✐♥ ♦♥❡ &❤❡❛$ ❝②❝❧❡✱ ❛♥❞ 3❤❡② ♦♥❧②

❞✐&❝✉&& 3❤❡ ❞❡❝❛② ♦❢ 3❤❡ ✜$&3 ❝♦$$❡❧❛3✐♦♥ ❡❝❤♦✳ ❖♥ 3❤❡ ♦3❤❡$ ❤❛♥❞✱ >❡3❡❦✐❞✐& ❡! ❛❧✳ ♣❡$❢♦$♠

❛ &✐♠✐❧❛$ ❡①♣❡$✐♠❡♥3 ♦♥ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ❣❧❛&&❡& ❬>❡3❡❦✐❞✐& ✷✵✵✷❛❪✱ ❛♥❞ ✜♥❞ 3❤❛3 ❛❝3✉❛❧❧② ❤✐❣❤❡$

♦$❞❡$ ❝♦$$❡❧❛3✐♦♥ ❡❝❤♦❡& &❧♦✇❧② ❞❡❝❛② 3♦✇❛$❞& ❛♥ ❛♣♣❛$❡♥3 ♣❧❛3❡❛✉ ✈❛❧✉❡✱ ✇❤✐❝❤ 3❤❡② ❝❛❧❧

♥♦♥❡$❣♦❞✐❝✐3② ♣❛$❛♠❡3❡$ ✭❋✐❣✳ ✶✳✷✵❛✮✳ ❆❣❛✐♥ ❞✐✛❡$❡♥3 ✐& 3❤❡ $❡&✉❧3 ♦❜3❛✐♥❡❞ ❜② ▲❛✉$❛3✐

❡! ❛❧✳ ❬▲❛✉$❛3✐ ✷✵✶✹❪ ♦♥ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ❣❡❧&✱ ✇❤❡$❡ ❢✉❧❧ ❞❡❝♦$$❡❧❛3✐♦♥ ✐& ♦❜&❡$✈❡❞ ✐♥ 3❤❡ ❧♦♥❣

3✐♠❡ ❧✐♠✐3✱ ✇❤✐❝❤ &✉❣❣❡&3& 3❤❛3 3❤❡ ❛♣♣❛$❡♥3 ♣❧❛3❡❛✉ ✈❛❧✉❡ ♦❜&❡$✈❡❞ ❜② >❡3❡❦✐❞✐& ❡! ❛❧✳

♠✐❣❤3 ❝♦$$❡&♣♦♥❞ 3♦ ❛ &❧♦✇❡$ $❡❧❛①❛3✐♦♥ ♠♦❞❡✳ ■♥3❡$❡&3✐♥❣❧②✱ ❤❡$❡ 3❤❡ ❛✉3❤♦$& ✜♥❞ 3❤❛3

3❤❡ ❞❡❝❛② ♦❢ ❤✐❣❤❡$ ♦$❞❡$ ❝♦$$❡❧❛3✐♦♥ ❡❝❤♦❡& ✐& ✇❡❧❧ ❞❡&❝$✐❜❡❞ ❜② ❛ &3$❡3❝❤❡❞ ❡①♣♦♥❡♥3✐❛❧

$❡❧❛①❛3✐♦♥ ✇✐3❤ ❛ ❝❤❛$❛❝3❡$✐&3✐❝ 3✐♠❡ $❛♣✐❞❧② ❞❡❝$❡❛&✐♥❣ ✇✐3❤ ✐♥❝$❡❛&✐♥❣ &3$❛✐♥ ❛♠♣❧✐3✉❞❡

❜❡②♦♥❞ ②✐❡❧❞✐♥❣ ✭❋✐❣✳ ✶✳✷✵❜✮✳

❙✉❝❤ ❛♥ ❛❝❝❡❧❡$❛3✐♦♥ ♦❢ ♠✐❝$♦&❝♦♣✐❝ ❞②♥❛♠✐❝& ♦❜&❡$✈❡❞ ❛3 ❧❛$❣❡ ❛♠♣❧✐3✉❞❡& ✐& ✈❡$②

✐♥3❡$❡&3✐♥❣ ✐❢ ❝♦♠♣❛$❡❞ ✇✐3❤ 3❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❡♥3✐♦♥❡❞ ♠♦❞❡❧& ❧✐❦❡ 3❤❡ ✢✉✐❞✐3② ♠♦❞❡❧✱ ✇❤❡$❡

❛ γ̇✲❞❡♣❡♥❞❡♥3 &3$✉❝3✉$❛❧ $❡❧❛①❛3✐♦♥ 3✐♠❡ ✇❛& ♣♦&3✉❧❛3❡❞✿ ❛❧3❤♦✉❣❤ 3♦ 3❤❡ ❜❡&3 ♦❢ ♦✉$

❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛ ❝♦♠♣❛$✐&♦♥ ❤❛& ♥❡✈❡$ ❜❡❡♥ ❛33❡♠♣3❡❞✱ ♣❡$❤❛♣& 3❤❡ ❝♦$$❡❧❛3✐♦♥ ❡❝❤♦ ❡①♣❡$✐✲

♠❡♥3& ♠✐❣❤3 $❡♣$❡&❡♥3 ❛♥ ✐♥3❡$❡&3✐♥❣ ✇❛② 3♦ ❝❤❡❝❦ 3❤❡ ♠✐❝$♦&❝♦♣✐❝ ✐♠♣❧✐❝❛3✐♦♥& ♦❢ 3❤♦&❡

♠♦❞❡❧&✱ ✇❤✐❝❤ ♣$♦✈❡ 3♦ ❞❡&❝$✐❜❡ $❤❡♦❧♦❣② ✈❡$② ❛❝❝✉$❛3❡❧②✳ ■♥ ♦$❞❡$ 3♦ ❛❝❤✐❡✈❡ &✉❝❤ ❛

Q✉❛♥3✐3❛3✐✈❡ ❝♦♠♣❛$✐&♦♥✱ ❤♦✇❡✈❡$✱ ♦♥❡ ♥❡❡❞& 3♦ ♦❜3❛✐♥ ✐♥❢♦$♠❛3✐♦♥ ❛❜♦✉3 3❤❡ ♥❛3✉$❡ ♦❢



✹✹ ❈❤❛♣%❡' ✶✳ ▼♦%✐✈❛%✐♦♥ ❛♥❞ ❙%❛%❡ ♦❢ ❆'%

 ❤❡ ❞②♥❛♠✐❝* ❛♥❞  ❤❡✐+ *♣❛ ✐❛❧ ❤❡ ❡+♦❣❡♥❡✐ ✐❡*✳ ❉❲❙ ❝❛♥ ❡❛*✐❧② ❜❡ ♣❡+❢♦+♠❡❞ ✐♥ ❛ *♣❛❝❡✲

+❡*♦❧✈❡❞ ❢❛*❤✐♦♥ ❬◆❛❣❛③✐ ✷✵✶✻❪✱ ❜✉ ✐ ✐* ♠✉❝❤ ♠♦+❡ ❞✐✣❝✉❧  ♦ ❞✐* ✐♥❣✉✐*❤ ❡✳❣✳ ❜❛❧❧✐* ✐❝

❢+♦♠ ❞✐✛✉*✐✈❡ ♠♦ ✐♦♥ ✇✐ ❤ *✉❝❤  ❡❝❤♥✐E✉❡✳ ❋♦+  ❤✐* +❡❛*♦♥✱ *✐♥❣❧❡ *❝❛  ❡+✐♥❣  ❡❝❤♥✐E✉❡*

❛+❡ ❛❧*♦ ❛♣♣❡❛❧✐♥❣✱ ❜❡❝❛✉*❡ *✉❝❤ ❞✐* ✐♥❝ ✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❜② ❝♦♠♣❛+✐♥❣  ❤❡ +❡❧❛①❛ ✐♦♥

 ✐♠❡* ❛ ❞✐✛❡+❡♥ *❝❛  ❡+✐♥❣ ✈❡❝ ♦+* q ✭❝❢✳ ❝❤❛♣ ❡+ ✷✮✳

❋✐❣✉'❡ ✶✳✷✶✿ ❈♦❧❧♦✐❞❛❧ ❣❡❧✳ ✭❛✮ ❊❝❤♦✲♣❡❛❦ ❛♠♣❧✐ ✉❞❡* ❛ ♦♥❡ +❡♣+❡*❡♥ ❛ ✐✈❡ *❝❛  ❡+✐♥❣

✈❡❝ ♦+ q = 0.09♥♠−1
❛❧♦♥❣  ❤❡ ✈♦+ ✐❝✐ ② ❞✐+❡❝ ✐♦♥ ❛* ❛ ❢✉♥❝ ✐♦♥ ♦❢ ❞❡❧❛② ❝②❝❧❡ ❢♦+ ❞✐✛❡+❡♥ 

* +❛✐♥ ❛♠♣❧✐ ✉❞❡*✳ ❆❧*♦ *❤♦✇♥ ❛+❡ ❡❝❤♦ ♣❡❛❦* ♦❜ ❛✐♥❡❞ ❛ γ = 12% ❛❧♦♥❣  ❤❡ ✢♦✇

❞✐+❡❝ ✐♦♥ ✭♦♣❡♥ ❣+❡❡♥  +✐❛♥❣❧❡*✮✳ ❙♦❧✐❞ ❧✐♥❡* ❛+❡ ❡①♣♦♥❡♥ ✐❛❧ ✜ *✳ ✭❜✮ ❊❝❤♦✲❞❡❝❛② +❛ ❡ Γ

✭✐♥ ✶✴❝②❝❧❡✮ ❛ ♦♥❡ +❡♣+❡*❡♥ ❛ ✐✈❡ ❛♠♣❧✐ ✉❞❡ γ = 8% ❛* ❛ ❢✉♥❝ ✐♦♥ ♦❢ *❝❛  ❡+✐♥❣ ✈❡❝ ♦+ q

♦+✐❡♥ ❡❞ ✐♥  ❤❡ ✢♦✇ ❞✐+❡❝ ✐♦♥ ✭+❡❞ ❝✐+❝❧❡*✮ ❛♥❞ ✐♥  ❤❡ ✈♦+ ✐❝✐ ② ❞✐+❡❝ ✐♦♥ ✭❜❧✉❡ *E✉❛+❡*✮✳

❙♦❧✐❞ ❧✐♥❡* +❡♣+❡*❡♥ ♣♦✇❡+✲❧❛✇ ✜ *✳ ❊① +❛❝ ❡❞ ❢+♦♠ ❬❘♦❣❡+* ✷✵✶✹❪✳

❖♥❡ ♦❢  ❤❡ ✜+* ❡①❛♠♣❧❡* ✐* +❡♣+❡*❡♥ ❡❞ ❜②  ❤❡ ✇♦+❦ ♦❢ ❘♦❣❡+* ❡! ❛❧✳✱ ✇❤♦ ♣+♦❜❡  ❤❡

✐♥ ❡+♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝* ♦❢ ❛ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ❣❡❧ ✉♥❞❡+ ❝②❝❧✐❝ *❤❡❛+ ✉*✐♥❣ ❳✲+❛② ♣❤♦ ♦♥ ❝♦++❡❧❛ ✐♦♥

*♣❡❝ +♦*❝♦♣② ✭❳U❈❙✮ ❬❘♦❣❡+* ✷✵✶✹❪✳ ❚❤❡ ❛✉ ❤♦+* ❞✐*❝✉** ❞✐✛❡+❡♥ *❝❛  ❡+✐♥❣ ✈❡❝ ♦+*

♦+✐❡♥ ❡❞ ❜♦ ❤ ❛❧♦♥❣  ❤❡ ✢♦✇ ❞✐+❡❝ ✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡+♣❡♥❞✐❝✉❧❛+  ♦ ✐ ✭✐♥  ❤❡ ✈♦+ ✐❝✐ ② ❞✐+❡❝ ✐♦♥✮✳

❆♥ ♦✈❡+✈✐❡✇ ♦❢  ❤❡✐+ +❡*✉❧ * ✐* +❡♣+❡*❡♥ ❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✷✶❛✳ ❋♦+  ❤❡ +❡♣+❡*❡♥ ❛ ✐✈❡ *❝❛  ❡+✐♥❣

✈❡❝ ♦+ *❤♦✇♥✱  ❤❡ ❞❡❝❛② ♦❢ ❝♦++❡❧❛ ✐♦♥ ❡❝❤♦❡* ❝♦✐♥❝✐❞❡* ✇✐ ❤  ❤❡ *♣♦♥ ❛♥❡♦✉* ❞②♥❛♠✐❝*

❢♦+ * +❛✐♥ ❛♠♣❧✐ ✉❞❡* ❧♦✇❡+  ❤❛♥ 6%✱ ✇❤❡+❡❛* ✐ ❜❡❝♦♠❡* ♠✉❝❤ ❢❛* ❡+ * ❛+ ✐♥❣ ❢+♦♠ 8%

❞❡❢♦+♠❛ ✐♦♥✳ ❚❤✐* ❛❧❧♦✇*  ♦ ❧♦❝❛ ❡  ❤❡  +❛♥*✐ ✐♦♥  ♦ ✐++❡✈❡+*✐❜❧❡ ❞❡❢♦+♠❛ ✐♦♥  ♦ ❛  ❤+❡*❤♦❧❞

γc ∼ 7%✱ ❤✐❣❤❡+  ❤❛♥  ❤❡ * +❛✐♥ ❛ ✇❤✐❝❤  ❤❡ ❞❡✈✐❛ ✐♦♥ ❢+♦♠ ❧✐♥❡❛+ ✈✐*❝♦❡❧❛* ✐❝✐ ② ✐*

♦❜*❡+✈❡❞ ✭γnl ∼ 2%✮✱ ✇❤✐❝❤ *✉❣❣❡* *  ❤❡ ♣+❡*❡♥❝❡ ♦❢ +❡✈❡+*✐❜❧❡ ♣❧❛* ✐❝✐ ②✳ ■♥  ❤❡ ♣+♦❜❡❞

+❛♥❣❡ ♦❢ *❝❛  ❡+✐♥❣ ✈❡❝ ♦+* ❛♥❞ * +❛✐♥ ❛♠♣❧✐ ✉❞❡*✱  ❤❡ ❛✉ ❤♦+* ✜♥❞  ❤❛  ❤❡ ❞❡❝❛② ♦❢  ❤❡

❝♦++❡❧❛ ✐♦♥ ❡❝❤♦❡* ✐* ✇❡❧❧ ✜  ❡❞ ❜② *✐♥❣❧❡ ❡①♣♦♥❡♥ ✐❛❧ ❞❡❝❛②*✱ ❢+♦♠ ✇❤✐❝❤ ❛ +❡❧❛①❛ ✐♦♥

+❛ ❡ Γ(q, γ0) ❝❛♥ ❜❡ ❡① +❛❝ ❡❞✱ *❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✷✶❜✳ ■♥ ❡+❡* ✐♥❣❧②✱  ❤❡+❡ ✐* ❡✈✐❞❡♥❝❡  ❤❛ 

❞②♥❛♠✐❝* ✐* ♥♦♥✲✐*♦ +♦♣✐❝✱ ❜✉ ✐ ✐* ❢❛* ❡+ ✐♥  ❤❡ ✈♦+ ✐❝✐ ② ❞✐+❡❝ ✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐* ✉♥❡①♣❡❝ ❡❞✳

❊✈❡♥ ♠♦+❡ ✐♥ ❡+❡* ✐♥❣❧②✱ Γ(q, γ0) ❡①❤✐❜✐ * ❛ ❝❧❡❛+ ♣♦✇❡+✲❧❛✇ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥  ❤❡ *❝❛  ❡+✐♥❣

✈❡❝ ♦+✱ ✇❤✐❝❤ ✐* ❡①♣❧♦✐ ❡❞ ❜②  ❤❡ ❛✉ ❤♦+*  ♦ ✐♥❢❡+  ❤❡ *♣❛ ✐❛❧✲*✐③❡ ❞✐* +✐❜✉ ✐♦♥ ♦❢  ❤❡ *✐♥❣❧❡

♣❧❛* ✐❝ ❡✈❡♥ * ♦❝❝✉++✐♥❣ ✉♥❞❡+ *❤❡❛+✳ ❇② ♠❡❛♥* ♦❢ ❛ *✐♠♣❧❡ *❝❛❧✐♥❣ ❛+❣✉♠❡♥ ✱  ❤❡ ❛✉ ❤♦+*



✶✳✸✳ ❙$❛$❡ ♦❢ $❤❡ ❛*$ ✹✺

❝♦♥❝❧✉❞❡ '❤❛' '❤❡ ❝❤❛*❛❝'❡*✐,'✐❝ ❧❡♥❣'❤ ,❝❛❧❡, *❡❛**❛♥❣❡❞ ❜② ♣❧❛,'✐❝ ❡✈❡♥', ❞✉*✐♥❣ ▲❆❖❙ ❛'

♦♥❡ ❣✐✈❡♥ ,'*❛✐♥ ❛♠♣❧✐'✉❞❡ ❢♦❧❧♦✇ ❛ ♣♦✇❡*✲❧❛✇ ❞✐,'*✐❜✉'✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐, *❡❛❞ ❛, '❤❡ ,✐❣♥ '❤❛'

②✐❡❧❞✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡,❝*✐❜❡❞ ❛, ❛ ♥♦♥✲❡;✉✐❧✐❜*✐✉♠ ❝*✐'✐❝❛❧ '*❛♥,✐'✐♦♥✳ ❲✐'❤♦✉' ❡♥'❡*✐♥❣ ✐♥'♦

'❤❡ ❞❡'❛✐❧, ♦❢ '❤✐, ❞✐,❝✉,,✐♦♥✱ ✇❡ ♦❜,❡*✈❡ '❤❛' ❛♥ ❛♥❛❧②,✐, ♦❢ '❤✐, ❦✐♥❞ ❤❛, '❤❡ ♣♦'❡♥'✐❛❧

'♦ '*✉❧② ,❤❡❞ ♥❡✇ ❧✐❣❤' ♦♥ '❤❡ ✐♥'❡*❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ♠✐❝*♦,❝♦♣✐❝ ❞②♥❛♠✐❝, ❛♥❞ ♠❛❝*♦,❝♦♣✐❝

♥♦♥❧✐♥❡❛* *❤❡♦❧♦❣②✱ ✇❤✐❝❤ ✐, ❛ ❦❡② ❛,♣❡❝' ❞❡'❡*♠✐♥✐♥❣ '❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❢❛'✐❣✉❡ ♦❢ ♠❛'❡*✐❛❧,✳

✶✳✸✳✹ ❈♦♥❝❧✉*✐♦♥

❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡✱ '❤✐, ✭❢❛* ❢*♦♠ ❡①❤❛✉,'✐✈❡✮ ♦✈❡*✈✐❡✇ ❤❛, ,❤♦✇♥ '❤❛' ❛ ❤✉❣❡ ❡✛♦*' ❤❛, ❜❡❡♥

♣✉' ✐♥ *❡❝❡♥' ②❡❛*, '♦ ❝❤❛*❛❝'❡*✐③❡ '❤❡ ❢❛✐❧✉*❡ ♠❡❝❤❛♥✐,♠, ♦❢ ,♦❢' ♠❛'❡*✐❛❧,✳ ❆❧'❤♦✉❣❤

'❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣② ✐, ❣❡♥❡*❛❧❧② ✈❡*② *✐❝❤ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡①✱ ,❤♦✇✐♥❣ ❢❡❛'✉*❡, '❤❛' ❛*❡ ♦❢'❡♥

,❛♠♣❧❡✲ ❛♥❞ ♣*♦'♦❝♦❧✲*❡❧❛'❡❞✱ ,♦♠❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❤❛, ❜❡❡♥ ❛❝;✉✐*❡❞ ♦♥ '❤❡ ❝♦♥❞✐'✐♦♥, ✉♥❞❡*

✇❤✐❝❤ ❛ ,❛♠♣❧❡ ♠❛② ✢♦✇ ✈✐,❝♦❡❧❛,'✐❝❛❧❧② ♦* ❡①❤✐❜✐' ❢❛✐❧✉*❡✱ ❡✐'❤❡* ✐♥ ❛ ❞✉❝'✐❧❡✲❧✐❦❡ ♠❛♥♥❡*

♦* ✐♥ ❛ ❜*✐''❧❡✲❧✐❦❡ ♠❛♥♥❡*✳ ❋❛✐❧✉*❡ ♣*♦❝❡,, ✐, ♠♦,' ❡❛,✐❧② ✐♥✈❡,'✐❣❛'❡❞ ✐♥ ,'❡❛❞②✲*❛'❡ ❡①✲

♣❡*✐♠❡♥',✱ ✇❤❡*❡ ❢❛✐❧✉*❡ ✐, ❡①♣❡❝'❡❞ '♦ ♦❝❝✉* ❛' ❧❛*❣❡ ❲❡✐,,❡♥❜❡*❣ ♥✉♠❜❡* ❲✐ = γ̇τ > 1✱

✇❤❡*❡ γ̇ ✐, '❤❡ ✐♠♣♦,❡❞ ,❤❡❛* *❛'❡ ❛♥❞ τ '❤❡ ❧♦♥❣❡,' *❡❧❛①❛'✐♦♥ '✐♠❡ ✐♥ '❤❡ ,②,'❡♠✳ ■♥

'❤♦,❡ ❡①♣❡*✐♠❡♥',✱ ✐' ✇❛, ,❤♦✇♥ '❤❛' ❞❡❡♣❡* ✐♥,✐❣❤' ♦♥ '❤❡ ♠✐❝*♦,❝♦♣✐❝ ♦*✐❣✐♥ ♦❢ ❢❛✐❧✉*❡

❝❛♥ ❜❡ ♦❜'❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦✉♣❧✐♥❣ *❤❡♦❧♦❣② ✇✐'❤ ❛ ♠✐❝*♦,❝♦♣✐❝ ❝❤❛*❛❝'❡*✐③❛'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ♠✐❝*♦✲

,❝♦♣✐❝ ,'*✉❝'✉*❡ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝,✱ ❝♦♠✐♥❣ ❡✐'❤❡* ❢*♦♠ ♠✐❝*♦,❝♦♣② ♦* ❢*♦♠ ,'❛'✐❝ ,❝❛''❡*✐♥❣✳

❚❤❡,❡ ✇♦*❦, ❤❛✈❡ ,❤♦✇♥ '❤❛' ❜*✐''❧❡ ❢*❛❝'✉*❡ ♦❝❝✉*, ❛, ❛ ❝♦♥,❡;✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝❛,❝❛❞❡ ♦❢

❜*❡❛❦✲✉♣ ❡✈❡♥', ✇❡❛❦❡♥✐♥❣ '❤❡ ,'*❡,,✲❜❡❛*✐♥❣ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♦❢ '❤❡ ,'*✉❝'✉*❡ ❛♥❞ '*✐❣❣❡*✐♥❣

♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✐♥,'❛❜✐❧✐'②✳ ❍♦✇❡✈❡*✱ '❤❡ ❛♠♦✉♥' ♦❢ ❜♦♥❞ ❜*❡❛❦✐♥❣ ♥❡❡❞❡❞ '♦ ♣*♦❞✉❝❡ ,✉❝❤

❢❛✐❧✉*❡ ✐, ,'✐❧❧ ✉♥❝❧❡❛*✱ ❛♥❞ ❧✐❦❡✇✐,❡ ✐' ✐, ,♦♠❡❤♦✇ ❝♦♥'*♦✈❡*,✐❛❧ '❤❡ ♥❛'✉*❡ ❛♥❞ '❤❡ ❛♠♦✉♥'

♦❢ ♣❧❛,'✐❝ ❡✈❡♥', ♦❝❝✉**✐♥❣ ❞✉*✐♥❣ ,❛♠♣❧❡ ❞❡❢♦*♠❛'✐♦♥ ❜❡❢♦*❡ ❢❛✐❧✉*❡✳

❚❤❡ ✐♥✈❡,'✐❣❛'✐♦♥ ♦❢ ❞❡❧❛②❡❞ ❢❛✐❧✉*❡ ✉♥❞❡* ❛ ❝♦♥,'❛♥' ❧♦❛❞ ✐, ,❧✐❣❤'❧② ♠♦*❡ ❝♦♠♣❧❡①✱
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♥❛♠✐❝ ♣'❡❝✉')♦' ♦❢ !❤❡ ❢❛✐❧✉'❡ !❤❛! ✇♦✉❧❞ ♦♥❧② ❤❛♣♣❡♥ ❤♦✉') ❧❛!❡'✳ ▼♦'❡♦✈❡'✱ ❛ ❞❡!❛✐❧❡❞

❛♥❛❧②)✐) ♦❢ !❤❡ ♣'❡❝✉')♦' )❤♦✇) ❛♥ ✐♥!'✐❣✉✐♥❣ ✐♥!❡'♣❧❛② ✇✐!❤ !❤❡ ♠✐❝'♦)❝♦♣✐❝ ❛'❝❤✐!❡❝!✉'❡

♦❢ !❤❡ )❛♠♣❧❡✱ ✇❤✐❝❤ '❡♣'❡)❡♥!) ❛♥ ❛❞❞✐!✐♦♥❛❧ )!❡♣ ✐♥ !❤❡ ✐♥✈❡)!✐❣❛!✐♦♥ ♦❢ !❤❡ ♠✐❝'♦)❝♦♣✐❝

♦'✐❣✐♥ ♦❢ !❤❡ '❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦'✳ ❖♥ !❤❡ ♦!❤❡' ❤❛♥❞✱ ✐♥ ❝❤❛♣!❡' ✼ ✇❡ ✐♥✈❡)!✐❣❛!❡ !❤❡

❧✐♥❡❛' !♦ ♥♦♥❧✐♥❡❛' !'❛♥)✐!✐♦♥ ❛) ✐! ✐) ♦❜)❡'✈❡❞ ✐♥ ♦)❝✐❧❧❛!♦'② )❤❡❛'✱ ❛♥❞ ✇❡ )❤♦✇ !❤❛! )✉❝❤

!'❛♥)✐!✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐) ❛❣❛✐♥ )♠♦♦!❤ ✇❤❡♥ ♣'♦❜❡❞ ❜② '❤❡♦❧♦❣②✱ ❝♦''❡)♣♦♥❞) !♦ ❛ ✈❡'② )❤❛'♣

❛❝❝❡❧❡'❛!✐♦♥ ♦❢ !❤❡ )!'✉❝!✉'❛❧ '❡❧❛①❛!✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❡✈❡♥!✉❛❧❧② ❧❡❛❞) !♦ ❞❡❧❛②❡❞ ❢❛✐❧✉'❡ ✉♥❞❡'

♦)❝✐❧❧❛!♦'② )!'❡)) ✇✐!❤ ♠♦❞❡'❛!❡ ❛♠♣❧✐!✉❞❡)✳ ■♥ ❝❤❛♣!❡' ✽ ✇❡ ❝❤❡❝❦ !❤❡ ❣❡♥❡'❛❧✐!② ♦❢ ♦✉'

♣'❡✈✐♦✉) ✜♥❞✐♥❣) ❜② ✐♥✈❡)!✐❣❛!✐♥❣ ❛♥♦!❤❡' )❛♠♣❧❡✱ ✇✐!❤ ❝♦♠♣❧❡!❡❧② ❞✐✛❡'❡♥! ♠✐❝'♦)❝♦♣✐❝



✶✳✹✳ ❖✉%❧✐♥❡ ♦❢ %❤❡ %❤❡-✐- ✹✼

 !"✉❝!✉"❡✱ ♥❛♠❡❧② ❛ ❞❡♥ ❡ ♣❛❝❦✐♥❣ ♦❢  ♦❢! ♠✐❝"♦❣❡❧ ♣❛"!✐❝❧❡ ✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ❝♦♥❝❧✉ ✐✈❡ ❝❤❛♣!❡"

❝❧♦ ❡ !❤❡ !❤❡ ✐ ✇✐!❤ ❛ ❣❡♥❡"❛❧ ❞✐ ❝✉  ✐♦♥ ♦♥ !❤❡ "❡ ✉❧! ♦❜!❛✐♥❡❞ ❛♥❞ ♦♥ !❤❡ ♣❡" ♣❡❝!✐✈❡ 

!❤❛! ♦✉" ✇♦"❦ ♦♣❡♥ !♦ ❢✉!✉"❡ ✐♥✈❡ !✐❣❛!✐♦♥ ✳





❈❤❛♣$❡& ✷

❊①♣❡$✐♠❡♥(❛❧ ▼❡(❤♦❞/

❈♦♥#❡♥#%

✷✳✶ ▲✐❣❤' ❙❝❛''❡,✐♥❣ ✹✾

✷✳✶✳✶ ❇❛/✐❝ ♣,✐♥❝✐♣❧❡ ✺✵

✷✳✶✳✷ ❙♠❛❧❧ ❛♥❣❧❡ ❧✐❣❤' /❝❛''❡,✐♥❣ ✺✷

✷✳✶✳✸ ❙'❛'✐❝ ❧✐❣❤' /❝❛''❡,✐♥❣ ✭❙▲❙✮ ✺✸

✷✳✶✳✹ ❉②♥❛♠✐❝ ❧✐❣❤' /❝❛''❡,✐♥❣ ✭❉▲❙✮ ✺✻

✷✳✷ ❘❤❡♦❧♦❣② ✺✾

✷✳✷✳✶ ❙❤❡❛, ❞❡❢♦,♠❛'✐♦♥✿ /',❡// ❛♥❞ /',❛✐♥ ✺✾

✷✳✷✳✷ ▲✐♥❡❛, ✈✐/❝♦❡❧❛/'✐❝✐'② ✻✶

✷✳✷✳✸ ◆♦♥❧✐♥❡❛, ✈✐/❝♦❡❧❛/'✐❝✐'② ✻✺

❆! ❛♥$✐❝✐♣❛$❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣$❡+ ✶✱ $❤❡ ❛❜✐❧✐$② $♦ ❝♦✉♣❧❡ $❤❡ ♠❛❝+♦!❝♦♣✐❝ ❝❤❛+❛❝$❡+✐③❛$✐♦♥ ♦❢

$❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣+♦♣❡+$✐❡! ✇✐$❤ ❛♥ ✐♥!✐❣❤$ ♦♥ $❤❡ ♠✐❝+♦!❝♦♣✐❝ !$+✉❝$✉+❡ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝! ✐!

❢✉♥❞❛♠❡♥$❛❧ $♦ $❛❝❦❧❡ $❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ❛♥❞ ❢❛!❝✐♥❛$✐♥❣ ✐!!✉❡ ♦❢ ♠❛$❡+✐❛❧ ❢❛✐❧✉+❡ ❛♥❞ ❢❛✐❧✉+❡

♣+❡❝✉+!♦+!✳ ■♥ $❤✐! ❝❤❛♣$❡+✱ ✇❡ ❜+✐❡✢② +❡✈✐❡✇ $❤❡ ❧✐❣❤$ !❝❛$$❡+✐♥❣ ✭!❡❝$✐♦♥ ✷✳✶✮ ❛♥❞ +❤❡♦❧♦❣②

✭!❡❝$✐♦♥ ✷✳✷✮ ♠❡$❤♦❞!✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉!❡❞ $❤+♦✉❣❤♦✉$ $❤✐! $❤❡!✐!✳

✷✳✶ ▲✐❣❤' ❙❝❛''❡,✐♥❣

❆ !❝❛$$❡&✐♥❣ ❡①♣❡&✐♠❡♥$ ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡&!$♦♦❞ ❜② ❞&❛✇✐♥❣ ❛♥ ❛♥❛❧♦❣② ♦❢ ❤♦✇ ✈✐!✐♦♥

✇♦&❦!✳ ❲❤❡♥ ✇❡ ♦❜!❡&✈❡ ❛♥ ♦❜❥❡❝$✱ ✇❤❛$ ♦✉& ❡②❡ ❞❡$❡❝$! ✐! $❤❡ &❡!♣♦♥!❡ ♦❢ $❤❡ ♦❜❥❡❝$ $♦

❧✐❣❤$ ✐❧❧✉♠✐♥❛$✐♥❣ ✐$✱ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✐♥$❡&♣&❡$ ❛! ❛ ♣&♦♣❡&$② ♦❢ $❤❡ ♦❜❥❡❝$ ✐$!❡❧❢ ✭❝♦❧♦&✱ !❤❛♣❡✱

✳✳✳✮✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡&❛❧ ✐❞❡❛ ✉♥❞❡&❧②✐♥❣ ❛ ❧✐❣❤$ !❝❛$$❡&✐♥❣ ❡①♣❡&✐♠❡♥$ ✐! !✐♠✐❧❛&✿ ❛♥ ✐♥❝✐❞❡♥$ ❧✐❣❤$

❜❡❛♠ ✐♥$❡&❛❝$! ✇✐$❤ $❤❡ !❛♠♣❧❡✱ ❛♥❞ ❛! ❛ &❡!✉❧$ ❛ ♣❛&$ ♦❢ ✐$ ✐! !❝❛$$❡&❡❞ ✐♥ ❛ ❞✐✛❡&❡♥$

❞✐&❡❝$✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❝$❡❞ ❜② ❛♥ ♦♣$✐❝❛❧ !②!$❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ♣❧❛②! $❤❡ &♦❧❡ ♦❢ ♦✉& ❡②❡✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥

❞✐✛❡&❡♥❝❡ ✇✐$❤ &❡!♣❡❝$ $♦ !✐❣❤$ ✐! $❤❛$ ✐♥!$❡❛❞ ♦❢ ❢♦❝✉!✐♥❣ ♦♥ $❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ $❤❡ ♦❜❥❡❝$✱

$❤❡&❡❢♦&❡ ❞✐!$✐♥❣✉✐!❤✐♥❣ ❧✐❣❤$ ❝♦♠✐♥❣ ❢&♦♠ ❞✐✛❡&❡♥$ ♣❛&$! ♦❢ ✐$✱ ❛ !❝❛$$❡&✐♥❣ ❡①♣❡&✐♠❡♥$

$②♣✐❝❛❧❧② !$✉❞✐❡! $❤❡ ✐♥$❡♥!✐$② !❝❛$$❡&❡❞ ❜② $❤❡ ❡♥$✐&❡ !❛♠♣❧❡ ✐♥ $❤❡ ❢❛& ✜❡❧❞✱ ❢♦& ❡①❛♠♣❧❡

❜② ♣❧❛❝✐♥❣ $❤❡ ❞❡$❡❝$♦& ✐♥ $❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡ ♦❢ ❛ ❧❡♥!✱ $❤✉! ❧♦!✐♥❣ !♣❛❝❡✲&❡!♦❧✈❡❞ ✐♥❢♦&♠❛$✐♦♥✳

❚❤✐! ✐! ❛ ❣♦♦❞ ♠❡$❤♦❞ $♦ ❛❝❝❡!! ❛✈❡&❛❣❡ ✭!$❛$✐!$✐❝❛❧✮ ♣&♦♣❡&$✐❡! ♦❢ $❤❡ !❛♠♣❧❡✱ &❡❧❛$❡❞ $♦

✐$! ✐♥$❡&♥❛❧ ♠✐❝&♦!❝♦♣✐❝ !$&✉❝$✉&❡✳
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~kI
θ ~kS

~r

∆s

~q

• ε(~q, ω)



✷✳✶✳ ▲✐❣❤' ❙❝❛''❡,✐♥❣ ✺✶

 ✐♦♥  ♦  ❤❡ &②& ❡♠ )❡&♣♦♥&❡✱ ✐✳❡✳  ❤❡ ✈❛)✐❛ ✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ♦❜&❡)✈❛❜❧❡ 2✉❛♥ ✐ ② ❝♦✉♣❧❡❞

 ♦  ❤❡ ♣❡) ✉)❜✐♥❣ ✜❡❧❞✳ ❋♦) ❧✐❣❤ &❝❛  ❡)✐♥❣✱  ❤❡ ♣)♦❜❡ ✐&  ❤❡ ❡❧❡❝ )✐❝ ✜❡❧❞✱ ❛♥❞  ❤❡

)❡&♣♦♥&❡ ❢✉♥❝ ✐♦♥ ✐&  ❤❡ ♣♦❧❛)✐③❛❜✐❧✐ ②✱ ❛ 2✉❛♥ ✐ ② &✐♠♣❧② )❡❧❛ ❡❞  ♦  ❤❡ )❡❢)❛❝ ✐✈❡

✐♥❞❡① n(~x, t)✳ ❚❤❡ &❝❛  ❡)❡❞ ❧✐❣❤ ❝❛♥  ❤✉& ❜❡ ❧✐♥❦❡❞  ♦  ❤❡ ♣)❡&❡♥❝❡ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ✢✉❝✲

 ✉❛ ✐♦♥& ✐♥ n(~x, t)✱ ❢)♦♠ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ❝❛♥ ❧❡❛)♥ ✐♠♣♦) ❛♥ ❞❡ ❛✐❧& ❛❜♦✉  ❤❡ & )✉❝ ✉)❡

♦❢  ❤❡ &❛♠♣❧❡✳ ▼♦)❡♦✈❡)✱  ❤❡  ✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ n(~x, t)✱ )❡✈❡❛❧❡❞ ❜②  ❡♠♣♦)❛❧

✢✉❝ ✉❛ ✐♦♥& ✐♥  ❤❡ &❝❛  ❡)❡❞ ❧✐❣❤ ✱ ❝❛♥ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞  ♦ ❣❡ ❛♥ ✐♥&✐❣❤ ♦♥  ❤❡ &❛♠♣❧❡

❞②♥❛♠✐❝&✳

• ❆ ❞✐"❝$❡&❡ ❛♣♣)♦❛❝❤✱ & ❛) ✐♥❣ ❢)♦♠ ♦♥❡ ♣♦✐♥ ✲❧✐❦❡ ❝♦♥& ✐ ✉❡♥ ✳ ■ & ✐♥ ❡)❛❝ ✐♦♥ ✇✐ ❤

 ❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❜❡❛♠ )❡&✉❧ & ✐♥ ❛ &❝❛  ❡)❡❞ &♣❤❡)✐❝❛❧ ✇❛✈❡✱ ✇✐ ❤ ❛ ❝❤❛)❛❝ ❡)✐& ✐❝ ✐♥ ❡♥✲

&✐ ② ❞✐& )✐❜✉ ✐♦♥✳ ❲❛✈❡& &❝❛  ❡)❡❞ ❜② ❡❛❝❤ ♣❛) ✐❝❧❡ ✐♥&✐❞❡  ❤❡ &❛♠♣❧❡ &✉♣❡)♣♦&❡ ✐♥

 ❤❡ ❢❛) ✜❡❧❞✱ ❝)❡❛ ✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ✐♥ ❡)❢❡)❡♥❝❡ ♣❛  ❡)♥ ✭❛ "♣❡❝❦❧❡ ♣❛  ❡)♥✮✱ ❡♥❝♦❞✐♥❣

❞❡ ❛✐❧❡❞ ✐♥❢♦)♠❛ ✐♦♥ ❛❜♦✉ ♣❛) ✐❝❧❡ &❤❛♣❡✱ &✐③❡✱ ♣♦&✐ ✐♦♥ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝&✳ ❚❤✐& &❡❝ ✐♦♥

✇✐❧❧ ❢♦❧❧♦✇  ❤✐& &❡❝♦♥❞ ❛♣♣)♦❛❝❤✱ &❤♦✇✐♥❣ ❤♦✇  ♦ ❡① )❛❝ ✈❛❧✉❛❜❧❡ ✐♥❢♦)♠❛ ✐♦♥ ❢)♦♠

 ❤❡ & ❛ ✐❝ ♣)♦♣❡) ✐❡& ♦❢  ❤❡ &♣❡❝❦❧❡ ♣❛  ❡)♥ ❛♥❞ ❢)♦♠ ✐ &  ❡♠♣♦)❛❧ ✢✉❝ ✉❛ ✐♦♥&✳

❋)♦♠ ❝❧❛&&✐❝❛❧ ❡❧❡❝ )♦❞②♥❛♠✐❝& ❬❏❛❝❦&♦♥ ✷✵✵✼❪✱ ✐ ✐& ❦♥♦✇♥  ❤❛ ✱ ✇❤❡♥ ❛ &✐♥❣❧❡ ❝❤❛)❣❡

✐& ❛❝❝❡❧❡)❛ ❡❞ ❜② ❛♥ ❡❧❡❝ )♦♠❛❣♥❡ ✐❝ ✇❛✈❡✱ ✐ ❡♠✐ & ❛ &♣❤❡)✐❝❛❧ ✇❛✈❡✱ ✇❤♦&❡ ✐♥ ❡♥&✐ ②

♣)♦✜❧❡ ❢♦❧❧♦✇&  ❤❡ &♦✲❝❛❧❧❡❞ ❞✐♣♦❧❡ ❞✐& )✐❜✉ ✐♦♥✿

dPed

dΩ
=

ck2

8π
p2 sin2 ϕ ✭✷✳✶✮

✇❤❡)❡ c ✐& ❧✐❣❤ ✬& &♣❡❡❞✱ k = 2πn/λ ✐&  ❤❡ ✇❛✈❡✈❡❝ ♦) ♦❢  ❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❜❡❛♠✱ ✇✐ ❤ λ ✐ &

✇❛✈❡❧❡♥❣ ❤ ✐♥ ✈❛❝✉✉♠ ❛♥❞ n  ❤❡ )❡❢)❛❝ ✐✈❡ ✐♥❞❡① ♦❢  ❤❡ ♠❡❞✐✉♠✱ p ✐&  ❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❞✐♣♦❧❡

❛♥❞ ϕ ✐&  ❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡ ✇❡❡♥  ❤❡ &❝❛  ❡)❡❞ ❜❡❛♠ ❛♥❞  ❤❡ ♣♦❧❛)✐③❛ ✐♦♥ ❛①✐& ♦❢  ❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣

❜❡❛♠✱ ❛&&✉♠❡❞  ♦ ❜❡ ❧✐♥❡❛)❧② ♣♦❧❛)✐③❡❞✳ ❆ &♣❡❝❦❧❡ ♣❛  ❡)♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡)& ♦♦❞ ❛&  ❤❡

✐♥ ❡)❢❡)❡♥❝❡ ♦❢ ❛❧❧ &♣❤❡)✐❝❛❧ ✇❛✈❡& &❝❛  ❡)❡❞ ❜②  ❤❡ &❛♠♣❧❡✿  ❤❡✐) ♥✉♠❜❡) ✐& ❤✉❣❡✱ ❜✉ 

 ❤❡ ❜❛&✐❝ ✉♥❞❡)❧②✐♥❣ ♣)✐♥❝✐♣❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❣)❛&♣❡❞ ❜② ❝♦♥&✐❞❡)✐♥❣  ❤❡ ❝♦♥ )✐❜✉ ✐♦♥ ♦❢ ❥✉&  ✇♦

&❝❛  ❡)✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ & ✭❋✐❣✳ ✷✳✶❜✮✳ ❲❤❛ ♠❛❦❡&  ❤❡ ✐♥ ❡)❢❡)❡♥❝❡ ♥♦♥ )✐✈✐❛❧ ✐&  ❤❡ )❡❧❛ ✐✈❡

♣❤❛&❡ ❢❛❝ ♦) ❝♦♠✐♥❣ ❢)♦♠  ❤❡ ❞✐✛❡)❡♥ ❞✐& ❛♥❝❡ ∆s  )❛✈❡❧❡❞ ❜②  ❤❡ ✇❛✈❡&✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡

❡①♣)❡&&❡❞ ❛& ❛ ❢✉♥❝ ✐♦♥ ♦❢  ❤❡ )❡❧❛ ✐✈❡ ♣♦&✐ ✐♦♥ ~r ♦❢  ❤❡  ✇♦ &❝❛  ❡)❡)&✿

∆φ = k∆s = (~kS − ~kI) · ~r = ~q · ~r ✭✷✳✷✮

❍❡)❡

~kS ❛♥❞

~kI ❛)❡  ❤❡ &❝❛  ❡)❡❞ ❛♥❞  ❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥ ✇❛✈❡✈❡❝ ♦)& )❡&♣❡❝ ✐✈❡❧②✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡

 ❤❡ &❛♠❡ ♠♦❞✉❧✉& k = 2πn
λ

&✐♥❝❡ ❞✐♣♦❧❡& &❝❛  ❡) ❧✐❣❤ ✇✐ ❤  ❤❡ &❛♠❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣ ❤ ❛&  ❤❡

✐♥❝✐❞❡♥ ❧✐❣❤ ✳ ❚❤❡✐) ❞✐✛❡)❡♥❝❡ ~q = ~kS − ~kI ✐& ❝❛❧❧❡❞  ❤❡ &❝❛  ❡)✐♥❣ ✈❡❝ ♦)✱ ✇❤✐❝❤ ✐&  ❤❡

)❡❧❡✈❛♥ ♣❛)❛♠❡ ❡) ❞❡✜♥✐♥❣  ❤❡ ❧❡♥❣ ❤&❝❛❧❡ ❜❡✐♥❣ ♣)♦❜❡❞ ❜② ❛ &❝❛  ❡)✐♥❣ ❡①♣❡)✐♠❡♥ ✳

■♥❞❡❡❞✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡❛&✐❧② &❡❡  ❤❛  ❤❡ ✐♥ ❡)❢❡)❡♥❝❡ ❝❤❛♥❣❡& ❢)♦♠ ❝♦♥& )✉❝ ✐✈❡ ✭∆φ = 0✮  ♦

❞❡& )✉❝ ✐✈❡ ✭∆φ = π✮ ❢♦) ♣❛) ✐❝❧❡ )❡❧❛ ✐✈❡ ❞✐&♣❧❛❝❡♠❡♥ & δr = π/q ❛❧♦♥❣  ❤❡ ~q ❞✐)❡❝ ✐♦♥✳

❚❤❡ &❝❛  ❡)✐♥❣ ✈❡❝ ♦) ✐& )❡❧❛ ❡❞  ♦  ❤❡ &❝❛  ❡)✐♥❣ ❛♥❣❧❡ θ ❜②  ❤❡ &✐♠♣❧❡ )❡❧❛ ✐♦♥

✭❋✐❣✳ ✷✳✶❝✮✿
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✷✳✶✳ ▲✐❣❤' ❙❝❛''❡,✐♥❣ ✺✸

 ❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝♦♥) *❛✐♥ )✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❛))♦❝✐❛ ❡❞  ♦ )♠❛❧❧ ❛♥❣❧❡ )❝❛  ❡*✐♥❣ ❝♦♠❡) ❢*♦♠

✐♠♣❡*❢❡❝ ✐♦♥) ✐♥  ❤❡ ♦♣ ✐❝ ❡❧❡♠❡♥ )✱ ✇❤✐❝❤  ②♣✐❝❛❧❧② ♣*♦❞✉❝❡ ❛ )♣✉*✐♦✉) )❝❛  ❡*✐♥❣ )✐❣♥❛❧

❣*❡❛ ❧② ✐♥❝*❡❛)✐♥❣ ❛  ❤❡ )♠❛❧❧❡) ❛♥❣❧❡)✳ ❚❤❡ ♣*❡)❡♥❝❡ ♦❢  ❤❡ ✐♥ ❡♥)❡  *❛♥)♠✐  ❡❞ ❜❡❛♠

✐♥  ❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢  ❤❡ ❞❡ ❡❝ ♦* ❛❧)♦ *❡9✉✐*❡) )♣❡❝✐❛❧ ❝❛*❡ ✐♥  ❤❡ ❞❡)✐❣♥ ♦❢  ❤❡ )❡ ✉♣✳

❆) ❛ ❧❛) ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❛))♦❝✐❛ ❡❞ ✇✐ ❤ )♠❛❧❧ ❛♥❣❧❡ ❧✐❣❤ )❝❛  ❡*✐♥❣✱ ❛❜❡**❛ ✐♦♥) ✐♥  ❤❡ ♦♣ ✐✲

❝❛❧ )②) ❡♠  ❤❛ ❝♦❧❧❡❝ )  ❤❡ )❝❛  ❡*❡❞ ❧✐❣❤ ✉)✉❛❧❧② )❡ ❛ ) *♦♥❣ ✉♣♣❡* ❧✐♠✐ ❛ ✐♦♥ ✐♥  ❤❡

❛❝❝❡))✐❜❧❡ )❝❛  ❡*✐♥❣ ❛♥❣❧❡)✳

■♥ ♦✉* ✇♦*❦✱ ✇❡ ❢❛❝❡  ❤❡)❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡) ✇✐ ❤ ❛ ❝✉) ♦♠ ♠❛❞❡ )❡ ✉♣ ❬❚❛♠❜♦*✐♥✐ ✷✵✶✷❪✱

✇❤✐❝❤ ✉)❡) ❛ ✢❛ )❝❛  ❡*✐♥❣ ❝❡❧❧ ❛♥❞ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♦♣ ✐❝❛❧ )②) ❡♠ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ♦♥❡  ♦ *❡♠♦✈❡

 ❤❡  *❛♥)♠✐  ❡❞ ❜❡❛♠ ❛♥❞ *❡❞✉❝✐♥❣  ❤❡ ❡✛❡❝ ♦❢ ❛❜❡**❛ ✐♦♥)✳ ❚❤❡ *❛♥❣❡ ♦❢ )❝❛  ❡*✐♥❣

❛♥❣❧❡)  ❤❛ ❛*❡  ②♣✐❝❛❧❧② ❛❝❝❡))❡❞ ✉)✐♥❣  ❤✐) ✐♥) *✉♠❡♥ ❧❛②) ✐♥  ❤❡ ✐♥ ❡*♠❡❞✐❛ ❡ *❛♥❣❡

✭0.5◦ < θ < 25◦✮ ❜❡ ✇❡❡♥  ❤❡ ❛♥❣❧❡)  ②♣✐❝❛❧❧② ♣*♦❜❡❞ ✐♥ ✇✐❞❡ ❛♥❣❧❡ ✭θ & 20◦✮ ❛♥❞ )♠❛❧❧

❛♥❣❧❡ ✭θ . 5◦✮ ❧✐❣❤ )❝❛  ❡*✐♥❣✳

❋✐❣✉*❡ ✷✳✷❜ )❤♦✇) ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ )♣❡❝❦❧❡ ✐♠❛❣❡ ❛❝9✉✐*❡❞ ✇✐ ❤ ♦✉* )❡ ✉♣✳ ❊❛❝❤ ♣✐①❡❧

✐) ❛))♦❝✐❛ ❡❞  ♦ ❛ )❝❛  ❡*✐♥❣ ✈❡❝ ♦*✳ ❚❤❡ ♣♦)✐ ✐♦♥ ♦❢  ❤❡ q = 0  *❛♥)♠✐  ❡❞ ❜❡❛♠ ✐) ♦♥

 ❤❡  ♦♣ ❧❡❢ ❝♦*♥❡*✱ ✇❤❡*❡  ❤❡ )❤❛❞♦✇ ♦❢ ❛ ❜❡❛♠ ) ♦♣ ✐) ❝❧❡❛*❧② ✈✐)✐❜❧❡✳ ❙✉♣❡*✐♠♣♦)❡❞

 ♦ ❛ *❛❞✐❛❧ )♠♦♦ ❤ ✐♥ ❡♥)✐ ② ❞❡❝❛②✱ ❛ )♣❡❝❦❧❡ ♣❛  ❡*♥ ♦❢ ❝❤❛*❛❝ ❡*✐) ✐❝ )✐③❡ )❧✐❣❤ ❧② ❤✐❣❤❡*

 ❤❛♥ ♦♥❡ ♣✐①❡❧ ✐) ❝❧❡❛*❧② ✈✐)✐❜❧❡✳ ❉✐✛❡*❡♥ ❝♦♥✜❣✉*❛ ✐♦♥) ♦❢  ❤❡ )❛♠❡ )②) ❡♠ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡

 ❤❡ )❛♠❡ ♦✈❡*❛❧❧ q ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢  ❤❡ )❝❛  ❡*❡❞ ✐♥ ❡♥)✐ ②✱ ❜✉  ❤❡ )♣❡❝❦❧❡ ♣❛  ❡*♥ ✇♦✉❧❞

❜❡  ♦ ❛❧❧② ❞✐✛❡*❡♥ ✱ ❛) ❛ ❝♦♥)❡9✉❡♥❝❡ ♦❢ )❝❛  ❡*❡*)✬ ♠✐❝*♦)❝♦♣✐❝ *❡❛**❛♥❣❡♠❡♥ ✳ ❚❤✐)

)✉❣❣❡) )  ❤❛  ✇♦ ❞✐) ✐♥❝ ♣✐❡❝❡) ♦❢ ✐♥❢♦*♠❛ ✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡① *❛❝ ❡❞✿  ❤❡ ✜*) ❞❡❛❧) ✇✐ ❤

 ❤❡ )❧♦✇ )♠♦♦ ❤ ✐♥ ❡♥)✐ ② ❞❡❝❛②✱ ✇❤✐❝❤ ✐) *❡❧❛ ❡❞  ♦  ❤❡ ✐♥ ❡*♥❛❧ ) *✉❝ ✉*❡ ♦❢  ❤❡ )❛♠♣❧❡✱

✇❤❡*❡❛) ❛♥❛❧②③✐♥❣  ❤❡ )♣❡❝❦❧❡ ♣❛  ❡*♥  ✐♠❡ ✢✉❝ ✉❛ ✐♦♥) ❝❛♥ ♣*♦✈✐❞❡ ✐♥❢♦*♠❛ ✐♦♥ *❡❧❛ ❡❞

 ♦  ❤❡ )❝❛  ❡*❡*)✬ ❞②♥❛♠✐❝)✳ ❚❤❡)❡  ✇♦ ❞✐✛❡*❡♥ ❦✐♥❞) ♦❢ ✐♥❢♦*♠❛ ✐♦♥ ❛*❡ ♣*♦✈✐❞❡❞ ❜②

) ❛ ✐❝ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ ❧✐❣❤ )❝❛  ❡*✐♥❣✱ *❡)♣❡❝ ✐✈❡❧②✳

✷✳✶✳✸ ❙%❛%✐❝ ❧✐❣❤% ,❝❛%%❡.✐♥❣ ✭❙▲❙✮

✷✳✶✳✸❛ ❋♦,♠ ❢❛❝'♦, ❛♥❞ 5',✉❝'✉,❡ ❢❛❝'♦,

❙ ❛ ✐❝ ❧✐❣❤ )❝❛  ❡*✐♥❣ ♣*♦✈✐❞❡) ❛✈❡*❛❣❡❞ ✐♥❢♦*♠❛ ✐♦♥ ♦♥  ❤❡ ✐♥ ❡*♥❛❧ ) *✉❝ ✉*❡ ♦❢  ❤❡

)❛♠♣❧❡✱ ✐♥  ❡*♠) ♦❢ ❝♦**❡❧❛ ✐♦♥) ❜❡ ✇❡❡♥  ❤❡ )❝❛  ❡*❡*)✬ ♣♦)✐ ✐♦♥)✳ ❋♦*  ❤✐) ♣✉*♣♦)❡✱  ❤❡

)♣❡❝❦❧❡ ♣❛  ❡*♥ ♦❢ ❋✐❣✳ ✷✳✷❜ ♠✉) ❜❡ )♠♦♦ ❤❡❞✱ ❜②  ✐♠❡ ♦* ❡♥)❡♠❜❧❡ ❛✈❡*❛❣❡)✱ ❢♦* ❡①❛♠♣❧❡

❜② ❛✈❡*❛❣✐♥❣ ♦✈❡* *✐♥❣) ♦❢ ♣✐①❡❧) ❝♦**❡)♣♦♥❞✐♥❣  ♦ ♥❡❛*❧②  ❤❡ )❛♠❡ )❝❛  ❡*✐♥❣ ❛♥❣❧❡ θ ✐♥

 ❤❡ ❝❛)❡ ♦❢ ✐)♦ *♦♣✐❝ )❛♠♣❧❡)✳ ❙ ❛* ✐♥❣ ❢*♦♠ )✉❝❤ ❛♥ ❛✈❡*❛❣❡❞ ♣*♦✜❧❡ ✭*❡❞ ❧✐♥❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✷❝✮✱

✇❡ ❜*✐❡✢② )❦❡ ❝❤ ❤♦✇ ) ❛ ✐❝ ❧✐❣❤ )❝❛  ❡*✐♥❣ ✇♦*❦) ❜② ❡① ❡♥❞✐♥❣  ❤❡ ♣*❡✈✐♦✉) ❞✐)❝✉))✐♦♥✱

❢*♦♠  ❤❡ ✐♥ ❡*❢❡*❡♥❝❡ ❜❡ ✇❡❡♥  ❤❡ ❡❧❡❝ *✐❝ ✜❡❧❞ )❝❛  ❡*❡❞ ❜②  ✇♦ )❝❛  ❡*✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ )  ♦ ❛

)✉♠ ♦✈❡* ❛❧❧ ❡❧❡♠❡♥ ) ❜❡❧♦♥❣✐♥❣  ♦ ❡❛❝❤ ♦❢  ❤❡ N ♣❛* ✐❝❧❡) ✐♥  ❤❡ )❝❛  ❡*✐♥❣ ✈♦❧✉♠❡✳ ❊❛❝❤

♣❛* ✐❝❧❡ ✐) ✐♥❞❡①❡❞ ❜② j = 1, . . . , N ✱ ❛♥❞ ❝♦♥ ❛✐♥) ❛ ♥✉♠❜❡* Mj ♦❢ )❝❛  ❡*✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ )✳

❚❤❡  ♦ ❛❧ )❝❛  ❡*❡❞ ✜❡❧❞ ✐)✿
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~E(~q) =
N
∑

j=1

Mj
∑

l=1

~Ejl(~q)e
i~q·

(

~rj+~r
(j)
l

)

=
N
∑

j=1

~Ej(~q)e
i~q·~rj

✭✷✳✹✮

✇❤❡(❡

~Ejl(~q) ✐* +❤❡ ❡❧❡❝+(✐❝ ✜❡❧❞ *❝❛++❡(❡❞ ❜② ❛ *✐♥❣❧❡ ❡❧❡♠❡♥+ ✭✐♥❞❡①❡❞ ❜② l✮ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ +♦

♣❛(+✐❝❧❡ j✳ ❚❤❡ ♣♦*✐+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ❡❧❡♠❡♥+ ✐♥ +❤❡ *❛♠♣❧❡ ✐* ~rj+~r
(j)
l ✱ ~rj ❜❡✐♥❣ +❤❡ j✲+❤ ♣❛(+✐❝❧❡

❝❡♥+❡( ♦❢ ♠❛** ♣♦*✐+✐♦♥✱ ✇❤❡(❡❛* ~r
(j)
l ❞❡♥♦+❡* +❤❡ ♣♦*✐+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ❝❤❛(❣❡ ✐♥ +❤❡ ♣❛(+✐❝❧❡

(❡❢❡(❡♥❝❡ ❢(❛♠❡✳ ■♥ +❤❡ *❡❝♦♥❞ ❡>✉❛❧✐+② +❤❡ *✉♠ ♦✈❡( ❛❧❧ +❤❡ Mj *❝❛++❡(✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥+*

❝♦♠♣♦*✐♥❣ +❤❡ j✲+❤ ♣❛(+✐❝❧❡ ✇❛* ❢❛❝+♦(✐③❡❞ ❛♥❞ ❝❛❧❧❡❞

~Ej(~q) =
∑Mj

l=1
~Ejl(~q)e

i~q·~r
(j)
l

✳ ❚❤✐*

(❡♣(❡*❡♥+* +❤❡ ❡❧❡❝+(✐❝ ✜❡❧❞ *❝❛++❡(❡❞ ❜② ♣❛(+✐❝❧❡ j ✭+♦ ✇✐+❤✐♥ +❤❡ ♣❤❛*❡ ❢❛❝+♦( ei~q·~rj✮✳

■❢ ❛❧❧ ♣❛(+✐❝❧❡* ❛(❡ ✐❞❡♥+✐❝❛❧ ❛♥❞ ❛(❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛+❡❞ ❜② ❛ ✉♥✐❢♦(♠ ✜❡❧❞✱ +❤❡ *❝❛++❡(❡❞ ✜❡❧❞

~Ej(~q) = ~EP (~q) ✐* +❤❡ *❛♠❡ ❢♦( ❛❧❧ ♣❛(+✐❝❧❡* ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ +❛❦❡♥ ♦✉+*✐❞❡ +❤❡ *✉♠✳ ❚❤❡

*❝❛++❡(❡❞ ✐♥+❡♥*✐+② ❝❛♥ +❤❡♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛+❡❞ ❛*✿

I(~q) = ~E(~q) · ~E∗(~q) =
∣

∣

∣

~EP (~q)
∣

∣

∣

2
N
∑

j,l=1

ei~q·(~rj−~rl) = AP (~q)S(~q) ✭✷✳✺✮

✇❤❡(❡ P (~q) = | ~EP (~q)|
2/| ~EP (0)|

2
✐* +❤❡ *♦✲❝❛❧❧❡❞ ♣❛(+✐❝❧❡ ❢♦"♠ ❢❛❝&♦"✱ ❛❝❝♦✉♥+✐♥❣ ❢♦( +❤❡

*✐♥❣❧❡ ♣❛(+✐❝❧❡ *❤❛♣❡ ❛♥❞ *✐③❡✱ S(~q) = N−1
∑N

j,l=1 e
i~q·(~rj−~rl)

✐* +❤❡ *❛♠♣❧❡ '&"✉❝&✉"❡ ❢❛❝&♦"✱

♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥+ ♦♥ +❤❡ (❡❧❛+✐✈❡ ♣♦*✐+✐♦♥* ❜❡+✇❡❡♥ +❤❡ ♣❛(+✐❝❧❡*✱ ❛♥❞ A ✐* ❛ ♣(♦♣♦(+✐♦♥❛❧✐+②

❝♦♥*+❛♥+✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ✐♥*+(✉♠❡♥+❛❧ ♣❛(❛♠❡+❡(* *✉❝❤ ❛* +❤❡ ❧❛*❡( ❜❡❛♠ *✐③❡ ❛♥❞

✐♥+❡♥*✐+②✱ ❛* ✇❡❧❧ ♦♥ ♣❤②*✐❝❛❧ ♣❛(❛♠❡+❡(* *✉❝❤ ❛* +❤❡ ♣❛(+✐❝❧❡ *✐③❡✱ ♥✉♠❜❡( ❞❡♥*✐+② ❛♥❞

(❡❢(❛❝+✐✈❡ ✐♥❞❡① ❝♦♥+(❛*+✳

✷✳✶✳✸❜ P (q) ❛♥❞ S(q) ❢♦( ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ❣❡❧4

❚❤❡ ♣♦✇❡( ♦❢ +❤❡ ❢❛❝+♦(✐③❛+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ *❝❛++❡(❡❞ ✐♥+❡♥*✐+② ✐♥ +❤❡ ♣(♦❞✉❝+ ♦❢ ❛ ❢♦(♠

❢❛❝+♦( +✐♠❡* ❛ *+(✉❝+✉(❡ ❢❛❝+♦( ❝❛♥ ❜❡ *❦❡+❝❤❡❞ ✐♥ +❤❡ ❝❛*❡ ♦❢ +❤❡ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ❣❡❧* +❤❛+ ✇✐❧❧

❜❡ ♣(❡*❡♥+❡❞ ✐♥ ♣❛(+ ■■✳ ❋✐❣✉(❡ ✷✳✸ *❤♦✇* +❤(❡❡ *❝❛++❡(✐♥❣ ❝✉(✈❡*✱ ♦❜+❛✐♥❡❞ ❜② ♠❛+❝❤✐♥❣

+❤❡ (❡*✉❧+* ♦❢ *❡✈❡(❛❧ *❝❛++❡(✐♥❣ +❡❝❤♥✐>✉❡* ✭*♠❛❧❧ ❛♥❞ ✇✐❞❡ ❛♥❣❧❡ ❧✐❣❤+ *❝❛++❡(✐♥❣✱ ❛*

✇❡❧❧ ❛* *♠❛❧❧ ❛♥❣❧❡ ❳ (❛② ❛♥❞ ♥❡✉+(♦♥ *❝❛++❡(✐♥❣✮✱ ❢♦( +❤(❡❡ ❞✐✛❡(❡♥+ *❛♠♣❧❡*✿ ✭✶✮ ❛

❞✐❧✉+❡❞ ✭♣❛(+✐❝❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢(❛❝+✐♦♥ φ = 0.037%✮ *✉*♣❡♥*✐♦♥ ♦❢ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ♣❛(+✐❝❧❡*✱ ✭✷✮ ❛

♠♦(❡ ❝♦♥❝❡♥+(❛+❡❞ ✭φ = 5%✮ *✉*♣❡♥*✐♦♥ ♦❢ +❤❡ *❛♠❡ ♣❛(+✐❝❧❡* ✐♥+❡(❛❝+✐♥❣ ✈✐❛ ❛ (❡♣✉❧*✐✈❡

❡❧❡❝+(♦*+❛+✐❝ ♣♦+❡♥+✐❛❧✱ ✭✸✮ ❛ φ = 5% *✉*♣❡♥*✐♦♥ ♦❢ +❤❡ *❛♠❡ ♣❛(+✐❝❧❡* ✇✐+❤ *❤♦(+ (❛♥❣❡

❛++(❛❝+✐✈❡ ✐♥+❡(❛❝+✐♦♥✳

✶✳ ■♥ +❤❡ ❞✐❧✉+❡ *✉*♣❡♥*✐♦♥✱ +❤❡ ❛✈❡(❛❣❡ ✐♥+❡(♣❛(+✐❝❧❡ ❞✐*+❛♥❝❡ ✐* ❧❛(❣❡ ❛♥❞ +❤❡(❡ ✐* ♥♦

❝♦((❡❧❛+✐♦♥ ❜❡+✇❡❡♥ +❤❡ ♣❛(+✐❝❧❡ ♣♦*✐+✐♦♥*✿ ❛* ❛ ❝♦♥*❡>✉❡♥❝❡✱ +❤❡ *+(✉❝+✉(❡ ❢❛❝+♦(

(❡❞✉❝❡* +♦ Sdil(~q) = 〈ei~q·~r〉 = 1✱ ❛♥❞ +❤❡ ♠❡❛*✉(❡❞ *❝❛++❡(❡❞ ✐♥+❡♥*✐+② ✐* *✐♠♣❧② ♣(♦✲

♣♦(+✐♦♥❛❧ +♦ +❤❡ ♣❛(+✐❝❧❡ ❢♦(♠ ❢❛❝+♦(✳ ❚❤❡ ❢♦(♠ ❢❛❝+♦( ♦❢ ❛ *♣❤❡(❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛+❡❞

❜② ❝❛*+✐♥❣ +❤❡ *✉♠ ♦✈❡( ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ *❝❛++❡(✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥+* ✐♥+♦ ❛♥ ✐♥+❡❣(❛❧ ♦✈❡( +❤❡

♣❛(+✐❝❧❡ ✈♦❧✉♠❡ Vj✿
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❋✐❣✉,❡ ✷✳✸✿ ❙!❛!✐❝ %❝❛!!❡'✐♥❣ %✐❣♥❛❧ ♣❧♦!!❡❞ ❢♦' !❤'❡❡ ❞✐✛❡'❡♥! ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ %②%!❡♠%✱ ❝♦♥!❛✐♥✲

✐♥❣ !❤❡ %❛♠❡ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ♣❛'!✐❝❧❡% ✶✮ ❞✐❧✉!❡❞ %✉%♣❡♥%✐♦♥ ✭φ = 0.037%✱ ❜❧❛❝❦✮✱ ❢'♦♠ ✇❤✐❝❤ !❤❡

❢♦'♠ ❢❛❝!♦' ❝❛♥ ❜❡ ❡①!'❛❝!❡❞✱ ❝❛''②✐♥❣ ✐♥❢♦'♠❛!✐♦♥ ❛❜♦✉! !❤❡ ❛✈❡'❛❣❡ '❛❞✐✉% R̄ = 12.5 ♥♠

❛♥❞ %✐③❡ ♣♦❧②❞✐%♣❡'%✐!② σR = 10%✱ ✷✮ %❧✐❣❤!❧② ❝♦♥❝❡♥!'❛!❡❞ %✉%♣❡♥%✐♦♥ ✭φ = 5%✱ ❜❧✉❡✮✱

✇✐!❤ ❛ %!'✉❝!✉'❡ ❢❛❝!♦' ♣❡❛❦ ❛! qR ∼ 2 ❛♥❞ ❛ %✉♣♣'❡%%❡❞ I(q) ❛! %♠❛❧❧ %❝❛!!❡'✐♥❣ ✈❡❝!♦'%✱

✸✮ ❛♥ ❛!!'❛❝!✐✈❡ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ❣❡❧ ✭φ = 5%✱ '❡❞✮✱ ❞✐%♣❧❛②✐♥❣ ❛ ❢'❛❝!❛❧ %!'✉❝!✉'❡ ✇✐!❤ ❢'❛❝!❛❧

❞✐♠❡♥%✐♦♥ df = 2 ✉♣ !♦ ❛ ❝❤❛'❛❝!❡'✐%!✐❝ ❧❡♥❣!❤%❝❛❧❡ ♦❢ ❛❜♦✉! 0.5µ♠✳

P (~q) ∝

∫

Vj

∆ρ(~r)ei~q·~rd3r ✭✷✳✻✮

✇❤❡'❡ ∆ρ ✐% !❤❡ ❝♦♥!'❛%! ❢✉♥❝!✐♦♥✱ ❡%%❡♥!✐❛❧❧② ♣'♦♣♦'!✐♦♥❛❧ !♦ !❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡♥%✐!② ♦❢

%❝❛!!❡'❡'%✳ ❇② ❛%%✉♠✐♥❣ ❛ ✉♥✐❢♦'♠ ❞❡♥%✐!② ✐♥%✐❞❡ ❛ %♣❤❡'✐❝❛❧ ✈♦❧✉♠❡✱ ♦♥❡ ♦❜!❛✐♥%

!❤❡ ❢♦'♠ ❢❛❝!♦' ♦❢ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉% %♣❤❡'✐❝❛❧ ♣❛'!✐❝❧❡ ♦❢ '❛❞✐✉% R✿

PR(~q) =

{

3

(qR)3
[sin (qR)− qR cos (qR)]

}2

✭✷✳✼✮

■♥ ❋✐❣✳ ✷✳✸✱ !❤❡ ❢♦'♠ ❢❛❝!♦' PR(~q) ✇❛% ❝♦♥✈♦❧✉!❡❞ ✇✐!❤ ❛ ●❛✉%%✐❛♥ %✐③❡ ❞✐%!'✐❜✉!✐♦♥

♣❡❛❦❡❞ ❛'♦✉♥❞ ❛♥ ❛✈❡'❛❣❡ ♣❛'!✐❝❧❡ %✐③❡ R̄✱ !♦ !❛❦❡ ✐♥!♦ ❛❝❝♦✉♥! %❛♠♣❧❡ ♣♦❧②❞✐%♣❡'%✐!②✳

❆ ✜! !♦ !❤❡ ❡①♣❡'✐♠❡♥!❛❧ ❞❛!❛ ②✐❡❧❞% R̄ = 12.5 ♥♠ ✇✐!❤ ❛ ♣♦❧②❞✐%♣❡'%✐!② σR = 10%✳

✷✳ ❆% !❤❡ ♥✉♠❜❡' ❞❡♥%✐!② ♦❢ !❤❡ ♣❛'!✐❝❧❡% ✐% ✐♥❝'❡❛%❡❞✱ !❤❡ ♣❛'!✐❝❧❡ ♣♦%✐!✐♦♥% %!❛'!

!♦ ❜❡❝♦♠❡ ❝♦''❡❧❛!❡❞ ❛% ❛ ❝♦♥%❡K✉❡♥❝❡ ♦❢ !❤❡ ✐♥!❡'♣❛'!✐❝❧❡ ✐♥!❡'❛❝!✐♦♥%✱ ❛♥❞ !❤❡

%!'✉❝!✉'❡ ❢✉♥❝!✐♦♥ %!❛'!% !♦ ♣❧❛② ❛ ♥♦♥!'✐✈✐❛❧ '♦❧❡ ✐♥ !❤❡ ♦❜%❡'✈❡❞ ✐♥!❡♥%✐!② ♣'♦✜❧❡✳

❆ ❞✐'❡❝! ❧✐♥❦ ❜❡!✇❡❡♥ !❤❡ ♣❛✐' ❝♦''❡❧❛!✐♦♥ ❢✉♥❝!✐♦♥ g(~r) ✭✐✳❡✳ !❤❡ ♣'♦❜❛❜✐❧✐!② ♦❢

✜♥❞✐♥❣ ❛ ♣❛✐' ♦❢ ♣❛'!✐❝❧❡% ✇❤♦%❡ '❡❧❛!✐✈❡ ♣♦%✐!✐♦♥ ✐% ~r✮ ❛♥❞ !❤❡ %!'✉❝!✉'❡ ❢❛❝!♦' S(~q)



✺✻ ❈❤❛♣&❡( ✷✳ ❊①♣❡(✐♠❡♥&❛❧ ▼❡&❤♦❞4

❝♦♠❡$ ❢&♦♠ ❛ ❞❡❝♦♠♣♦$✐+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ❞♦✉❜❧❡ $✉♠ ❞❡✜♥✐♥❣ S(~q) ✐♥ ❛ ✧$❡❧❢✧ ✭j = l✮

+❡&♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐$ ❡①❛❝+❧② ✶✱ ❛♥❞ ❛ ✧❝&♦$$✧ ✭j 6= l✮ +❡&♠✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛$+ ✐♥+♦ ❛♥

✐♥+❡❣&❛❧ ❝♦&&❡$♣♦♥❞✐♥❣ +♦ +❤❡ ❋♦✉&✐❡& +&❛♥$❢♦&♠ ♦❢ g(~r)✿

S(~q) = 1 +

∫

g(~r)ei~q·~rd3r ✭✷✳✽✮

❋♦& ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❛ ❞✐❧✉+❡❞ $✉$♣❡♥$✐♦♥✱ ❛ ✈✐&✐❛❧ ❡①♣❛♥$✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ❡A✉❛+✐♦♥ ♦❢ $+❛+❡

♣&♦✈✐❞❡$ ❛♥ ❡①♣&❡$$✐♦♥ ❢♦& +❤❡ ♣❛✐& ❝♦&&❡❧❛+✐♦♥ ❢✉♥❝+✐♦♥✿ g(~r) = exp[−v(~r)/kBT ]✱

✇❤❡&❡ v(~r) ✐$ +❤❡ ✐♥+❡&❛❝+✐♦♥ ♣♦+❡♥+✐❛❧ ❬▲❛♥❞❛✉ ✷✵✶✸❪✳ ❆ $✐♠✐❧❛& $+❛&+✐♥❣ ♣♦✐♥+ ❧❡❛❞$

✇✐+❤ ♠♦&❡ $♦♣❤✐$+✐❝❛+❡❞ ❝❛❧❝✉❧❛+✐♦♥$ +♦ +❤❡ H❡&❝✉$ ❨❡✈✐❝❦ $+&✉❝+✉&❡ ❢❛❝+♦&✱ ✇❤✐❝❤ ✐$

✉$❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✸ +♦ ✜+ +❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥+❛❧ ✐♥+❡♥$✐+②✱ ✉$✐♥❣ +❤❡ ❢❛❝+♦&✐③❛+✐♦♥ ♦❢ ❡A✉❛+✐♦♥

✷✳✺ ❛♥❞ +❤❡ ❢♦&♠ ❢❛❝+♦& ♦❜+❛✐♥❡❞ ❢&♦♠ +❤❡ ❞✐❧✉+❡❞ $❛♠♣❧❡ ❬❱&✐❥ ✶✾✼✾❪✳ ◆♦+❡ +❤❛+

❢♦& +❤❡ φ = 5% $✉$♣❡♥$✐♦♥✱ +❤❡ ♠❡❛$✉&❡❞ ✐♥+❡♥$✐+② ❝❧❡❛&❧② ❡①❝❡❡❞$ +❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦&

+❤❡ ❢♦&♠ ❢❛❝+♦& ❛+ qR ≈ 2✿ +❤✐$ ✐$ +❤❡ $✐❣♥ ♦❢ ❛♥ ❡♠❡&❣✐♥❣ ♣❡❛❦ ✐♥ S(q)✱ &❡✢❡❝+✐♥❣

+❤❡ ❢❛❝+ +❤❛+ ❛$ ♣❛&+✐❝❧❡$ ❣❡+ ❝❧♦$❡& +♦ ❡❛❝❤ ♦+❤❡& +❤❡ ❞❡♥$✐+② ✢✉❝+✉❛+❡$ $+&♦♥❣❧② ♦♥

+❤❡ ❧❡♥❣+❤ $❝❛❧❡ ♦❢ +❤❡ ♣❛&+✐❝❧❡ ❞✐❛♠❡+❡&✱ ✇❤❡&❡❛$ ❛ $✉♣♣&❡$$✐♦♥ ♦❢ S(q) ❢♦& $♠❛❧❧ q

✈❛❧✉❡$ &❡✢❡❝+$ +❤❡ ❢❛❝+ +❤❛+ ❛+ ❧❛&❣❡ ❧❡♥❣+❤$❝❛❧❡$ +❤❡ ❞❡♥$✐+② ✐$ $+✐❧❧ &❛+❤❡& ✉♥✐❢♦&♠✳

✸✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛$ +❤❡ ✐♥+❡&♣❛&+✐❝❧❡ ♣♦+❡♥+✐❛❧ ✐$ +✉&♥❡❞ ✐♥+♦ ❛++&❛❝+✐✈❡✱ ♣❛&+✐❝❧❡$ ❛❣❣&❡❣❛+❡

❛♥❞ ❢♦&♠ ❛ ❝♦♠♣❧❡① $+&✉❝+✉&❡ $♣❛♥♥✐♥❣ ❛ ❧❛&❣❡ &❛♥❣❡ ♦❢ ❧❡♥❣+❤$❝❛❧❡$✳ ❆$ ❛ &❡$✉❧+✱

+❤❡ $+&✉❝+✉&❡ ❢✉♥❝+✐♦♥ ❞❡✈❡❧♦♣$ $❡✈❡&❛❧ ✐♥+❡&❡$+✐♥❣ ❢❡❛+✉&❡$✱ ❧✐❦❡ ❛ ♣♦✇❡&✲❧❛✇ &❡❣✐♠❡✱

✇❤✐❝❤ ✐$ ❛ ❝♦♥$❡A✉❡♥❝❡ ♦❢ +❤❡ ❢&❛❝+❛❧ $+&✉❝+✉&❡ ♦❢ +❤❡ ♣❛&+✐❝❧❡ ❝❧✉$+❡&$✱ +❡&♠✐♥❛+✐♥❣

✇✐+❤ ❛ $❤♦✉❧❞❡& ❝♦&&❡$♣♦♥❞✐♥❣ +♦ +❤❡ +②♣✐❝❛❧ ❝❧✉$+❡& $✐③❡ ✭$❡❡ ♣❛&+ ■■ ❢♦& ♠♦&❡ ❞❡✲

+❛✐❧$ ❛❜♦✉+ +❤❡ $❛♠♣❧❡ $+&✉❝+✉&❡✮✳ ❍❡&❡ P (q)S(q) ✇❛$ ✜++❡❞ ❜② ❛♥ ❛♥❛❧②+✐❝ ♠♦❞❡❧

❛$$✉♠✐♥❣ ❛ ❞✐$+&✐❜✉+✐♦♥ ♦❢ ❢&❛❝+❛❧ ❛❣❣&❡❣❛+❡$ ✇✐+❤ ❢&❛❝+❛❧ ❞✐♠❡♥$✐♦♥ df = 2 ❛♥❞ ❛♥

❡①♣♦♥❡♥+✐❛❧ $✐③❡ ❞✐$+&✐❜✉+✐♦♥ ✇✐+❤ ❛ +②♣✐❝❛❧ $✐③❡ ❛&♦✉♥❞ ✶✵✵ ♥♠ ❬❙♦&❡♥$❡♥ ✶✾✾✾❪✳

✷✳✶✳✹ ❉②♥❛♠✐❝ ❧✐❣❤. /❝❛..❡1✐♥❣ ✭❉▲❙✮

✷✳✶✳✹❛ ❈♦♥✈❡♥&✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝ ❧✐❣❤& 4❝❛&&❡(✐♥❣

❲❤✐❧❡ $+❛+✐❝ ❧✐❣❤+ $❝❛++❡&✐♥❣ ❞❡❛❧$ ✇✐+❤ +❤❡ $♠♦♦+❤ ✈❛&✐❛+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ✐♥+❡♥$✐+② ✇✐+❤

q✱ ♥❡❣❧❡❝+✐♥❣ +❤❡ ❞❡+❛✐❧❡❞ ❛♣♣❡❛&❛♥❝❡ ♦❢ +❤❡ ✐♥$+❛♥+❛♥❡♦✉$ $♣❡❝❦❧❡ ✜❡❧❞✱ ❞②♥❛♠✐❝ ❧✐❣❤+

$❝❛++❡&✐♥❣ ❢♦❝✉$❡$ ♣&❡❝✐$❡❧② ♦♥ +❤❡ ❧❛++❡&✱ &❡❧❛+✐♥❣ ✐♥+❡♥$✐+② ✢✉❝+✉❛+✐♦♥$ +♦ +❤❡ $❛♠♣❧❡

❞②♥❛♠✐❝$✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛$ ❛❧&❡❛❞② ♣♦✐♥+❡❞ ♦✉+ ✇✐+❤ ❊A✳ ✷✳✷✱ +❤❡ ❜&✐❣❤+ ✭❞❛&❦✮ $♣♦+$ +❤❛+ ♦♥❡

❝❛❧❧$ $♣❡❝❦❧❡$ ❛&❡ &❡❣✐♦♥$ ♦❢ ❝♦♥$+&✉❝+✐✈❡ ✭❞❡$+&✉❝+✐✈❡✮ ✐♥+❡&❢❡&❡♥❝❡ ♦❢ ❧✐❣❤+ ❡♠✐++❡❞ ❜② ❛❧❧

$❝❛++❡&❡&$✱ ✇❤❡&❡ +❤❡ ❝♦♥$+&✉❝+✐✈❡ ♦& ❞❡$+&✉❝+✐✈❡ ♥❛+✉&❡ ❝❤❛♥❣❡$ ✐❢ ♣❛&+✐❝❧❡$ ❛&❡ ❞✐$♣❧❛❝❡❞

♦✈❡& ❛ ❞✐$+❛♥❝❡ ♦❢ +❤❡ ♦&❞❡& ♦❢ q−1
✳

❚❤✉$✱ +❤❡ ❜❛$✐❝ ♣&✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ❧✐❣❤+ $❝❛++❡&✐♥❣ ✐$ +♦ &❡❝♦&❞ +❤❡ ✐♥+❡♥$✐+② ✢✉❝✲

+✉❛+✐♦♥$ ♠❡❛$✉&❡❞ ❛+ ♦♥❡ $♣❡❝✐✜❝ q ✈❡❝+♦&✱ ❛♥❞ +♦ ♠❡❛$✉&❡ +❤❡ ❝❤❛&❛❝+❡&✐$+✐❝ +✐♠❡ τ

♥❡❡❞❡❞ ❢♦& ❛ ❜&✐❣❤+ $♣❡❝❦❧❡ +♦ ❜❡❝♦♠❡ ❞❛&❦ ♦& ✈✐❝❡ ✈❡&$❛✳ ■♥ +❤❡ $❝❤❡♠❛+✐❝ &❡♣&❡$❡♥✲

+❛+✐♦♥ ♦❢ ❊A✳ ✷✳✷✱ ✇❤❡&❡ ♦♥❧② +✇♦ $❝❛++❡&❡&$ ❝♦♥+&✐❜✉+❡ +♦ +❤❡ ♦❜$❡&✈❡❞ $✐❣♥❛❧✱ +❤✐$ ✐♠✲

♣❧✐❡$ +❤❛+ +❤❡ &❡❧❛+✐✈❡ ♣❤❛$❡ ❜❡+✇❡❡♥ +❤❡ +✇♦ ✐♥+❡&❢❡&✐♥❣ ✇❛✈❡$ ❤❛$ ❝❤❛♥❣❡❞ ♦❢ +❤❡ ♦&✲



✷✳✶✳ ▲✐❣❤' ❙❝❛''❡,✐♥❣ ✺✼

❞❡" ♦❢ ✉♥✐(② ♦✈❡" (❤❛( ❝❤❛"❛❝(❡"✐.(✐❝ (✐♠❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ (✉"♥ "❡✈❡❛❧. ❛ ♣❛"(✐❝❧❡ ❞✐.♣❧❛❝❡♠❡♥(

〈∆~r(τ)〉t = 〈~r(t + τ) − ~r(t)〉t ∼ λ/ sin(θ/2)ûq✳ ❍❡"❡ ûq ✐. ❛ ✉♥✐( ✈❡❝(♦" ♣♦✐♥(✐♥❣ ✐♥ (❤❡ ~q

❞✐"❡❝(✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❡♠♣❤❛.✐③❡. (❤❛( (❤❡ "❡❧❛(✐✈❡ ❞✐.♣❧❛❝❡♠❡♥( (❤❛( ♦♥❡ ♦❜.❡"✈❡. ✐♥ ❞②♥❛♠✐❝

❧✐❣❤( .❝❛((❡"✐♥❣ ✐. ♣"♦❥❡❝(❡❞ ❛❧♦♥❣ (❤❡ .❝❛((❡"✐♥❣ ✈❡❝(♦"✳ ❚❤✐. ♦❜.❡"✈❛(✐♦♥ ✐. ✈❡"② "❡❧❡✈❛♥(

✐♥ (❤❡ ❝❛.❡ ♦❢ ❛♥✐.♦("♦♣✐❝ ❞②♥❛♠✐❝.✱ ❧✐❦❡ (❤❡ ♦♥❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② .❤❡❛" ✢♦✇✱ ❛♥❞ ✐( ✇✐❧❧ ❜❡

❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣(❡" ✹✳

❆♥ ❛♥❛❧♦❣♦✉. "❡.✉❧( ❤♦❧❞. ❢♦" (❤❡ ♠♦"❡ "❡❛❧✐.(✐❝ ♣✐❝(✉"❡ ♦❢ N ♣❛"(✐❝❧❡. ❝♦♥("✐❜✉(✐♥❣

(♦ (❤❡ .❝❛((❡"❡❞ ✐♥(❡♥.✐(②✳ ■♥ (❤✐. ❝❛.❡✱ (✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛.✐❧② ✐♥❝♦"♣♦"❛(❡❞ ✐♥(♦

❊A✳ ✷✳✺✱ ❜② ❛..✉♠✐♥❣ ❛ (✐♠❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥( ❢♦"♠ ❢❛❝(♦" ❛♥❞ ❛ (✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥( .("✉❝(✉"❡

❢❛❝(♦"✿

I(~q, t) = AP (~q)S(~q, t) ∝
N
∑

j,l=1

ei~q·[~rj(t)−~rl(t)]
✭✷✳✾✮

❚❤✉.✱ ✢✉❝(✉❛(✐♦♥. ♦❢ I(~q, t) ♣"♦✈✐❞❡ ✐♥❢♦"♠❛(✐♦♥ ♦♥ (❤❡ ❛✈❡#❛❣❡ ♣❛"(✐❝❧❡ ❞✐.♣❧❛❝❡♠❡♥(.

❛❧♦♥❣ (❤❡ .❝❛((❡"✐♥❣ ✈❡❝(♦"✳ ❆❣❛✐♥✱ ❛ ❞❡❝♦♠♣♦.✐(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ❞♦✉❜❧❡ .✉♠ ❛❧❧♦✇. (♦ ❞✐.✲

(✐♥❣✉✐.❤ ❜❡(✇❡❡♥ ✧.❡❧❢✧ ❞②♥❛♠✐❝. ❛♥❞ ✧❝♦❧❧❡❝(✐✈❡✧ ❞②♥❛♠✐❝. ✭(②♣✐❝❛❧❧② ❞♦♠✐♥❛♥( ✇❤❡♥

S(~q) ≫ 1✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛"❡ ❧✐♥❦❡❞ (♦ ❝♦❧❧❡❝(✐✈❡ "❡❧❛①❛(✐♦♥ ♦❢ ♣❛"(✐❝❧❡ ❞❡♥.✐(② ✢✉❝(✉❛(✐♦♥.

❬L✉.❡② ✶✾✼✽❪✳ ❆ A✉❛♥(✐(❛(✐✈❡ ♠❡❛.✉"❡♠❡♥( ♦❢ (❤❡ (❡♠♣♦"❛❧ ✢✉❝(✉❛(✐♦♥. ♦❢ I(~q, t) ❝❛♥

❜❡ ♦❜(❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♠♣✉(✐♥❣ (❤❡ (✐♠❡ ❛✉(♦❝♦""❡❧❛(✐♦♥ ❢✉♥❝(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ .❝❛((❡"❡❞ ✐♥(❡♥.✐(②✿

g2(~q, t, τ) =
〈I(~q, t+ τ)I(~q, t)〉

〈I(~q, t+ τ)〉 〈I(~q, t)〉
✭✷✳✶✵✮

✇❤❡"❡ 〈. . .〉 ❞❡♥♦(❡. ❛♥ ❡♥.❡♠❜❧❡ ❛✈❡"❛❣❡✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦" ❡"❣♦❞✐❝ .❛♠♣❧❡. ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛.✉"❡❞

❡①♣❡"✐♠❡♥(❛❧❧② ❜② ♣❡"❢♦"♠✐♥❣ ❛ (✐♠❡ ❛✈❡"❛❣❡ ❧❛.(✐♥❣ ♠✉❝❤ ❧♦♥❣❡" (❤❛♥ (❤❡ ❝❤❛"❛❝(❡"✐.(✐❝

"❡❧❛①❛(✐♦♥ (✐♠❡ τR ♦❢ g2 ✭(②♣✐❝❛❧❧② ❛♥ ❛✈❡"❛❣❡ ♦✈❡" 103 − 104τR ✐. ♥❡❡❞❡❞✮✳ ❚❤❡ ✐♥(❡♥.✐(②

❛✉(♦❝♦""❡❧❛(✐♦♥ ❢✉♥❝(✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ "❡❧❛(❡❞ (♦ A✉❛♥(✐(✐❡. (❤❛( ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ (❤❡♦"❡(✐❝❛❧❧②✱

❧✐❦❡ (❤❡ ✐♥(❡"♠❡❞✐❛(❡ .❝❛((❡"✐♥❣ ❢✉♥❝(✐♦♥ f(~q, τ)✱ ✇❤✐❝❤ ❡..❡♥(✐❛❧❧② ❝♦✐♥❝✐❞❡. ✇✐(❤ (❤❡

❡♥.❡♠❜❧❡ ❛✈❡"❛❣❡❞ ✜❡❧❞ ❝♦""❡❧❛(✐♦♥ ❢✉♥❝(✐♦♥✿

f(~q, τ) = 〈g1(~q, t, τ)〉t =

〈

~E(~q, t+ τ) · ~E∗(~q, t)
〉

t
∣

∣

∣

〈

~E(~q, t)
〉

t

∣

∣

∣

2 ∝

〈

N
∑

j,l=1

ei~q·[~rj(t+τ)−~rl(t)]

〉

t

✭✷✳✶✶✮

❚❤❡ ❙✐❡❣❡"( "❡❧❛(✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❤♦❧❞. ❛. ❧♦♥❣ ❛. (❤❡ .❝❛((❡"❡❞ ✜❡❧❞ ❤❛. ●❛✉..✐❛♥ .(❛(✐.(✐❝.✱

"❡❧❛(❡. (❤❡ ✐♥(❡♥.✐(② ❛♥❞ ✜❡❧❞ ❝♦""❡❧❛(✐♦♥ ❢✉♥❝(✐♦♥. ❬❇❡"♥❡ ✷✵✶✸❪✿

g2(~q, t, τ) = 1 + |g1(~q, t, τ)|
2

✭✷✳✶✷✮

❚❤❡ ✐♥(❡"♠❡❞✐❛(❡ .❝❛((❡"✐♥❣ ❢✉♥❝(✐♦♥✱ ✐♥ (✉"♥✱ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐"❡❝(❧② "❡❧❛(❡❞ (♦ (❤❡ ✐♥(❡"♥❛❧ ❞②✲

♥❛♠✐❝. ♦❢ (❤❡ .❛♠♣❧❡✿ ✐♥❞❡❡❞✱ ✐( "❡♣"❡.❡♥(. (❤❡ ✭.♣❛(✐❛❧✮ ❋♦✉"✐❡" ("❛♥❢♦"♠ ♦❢ (❤❡ ✈❛♥

❍♦✈❡ ❞✐.("✐❜✉(✐♦♥ ❢✉♥❝(✐♦♥ G(~r, t)✱ ✇❤✐❝❤ ✐. (❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❝♦✉♥(❡"♣❛"( ♦❢ (❤❡ ♣❛✐" ❝♦""❡❧❛✲

(✐♦♥ ❢✉♥❝(✐♦♥ g(~r) ❬❍♦♣❦✐♥. ✷✵✶✵❪✿



✺✽ ❈❤❛♣&❡( ✷✳ ❊①♣❡(✐♠❡♥&❛❧ ▼❡&❤♦❞4

G(~r, τ) =

〈

1

N

∫

ρ(~r′ + ~r, t+ τ)ρ(~r′, t)d3r′
〉

t

=

〈

1

N

∫ N
∑

j,l=1

δ [r′ + ~r − ~rj(t+ τ)] δ [r′ − ~rl(t)] d
3r′

〉

t

✭✷✳✶✸✮

✇❤❡)❡ ρ(~r, t) =
∑N

j=1 δ[~r − ~rj(t)] ✐+ ,❤❡ ❞❡♥+✐,② ♦❢ ❛ +②+,❡♠ ❝♦♠♣)✐+✐♥❣ N ♣❛),✐❝❧❡+ ❛♥❞

δ(~r) )❡♣)❡+❡♥,+ ❉✐)❛❝✬+ ❞❡❧,❛ ❢✉♥❝,✐♦♥✳ G(~r, τ) ✐+ ,❤❡ ♣)♦❜❛❜✐❧✐,② ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❛, ,✐♠❡ τ ❛

♣❛),✐❝❧❡ ❛, ♣♦+✐,✐♦♥ ~r✱ ❣✐✈❡♥ ,❤❛, ❛ ♣❛),✐❝❧❡ ✭♥♦, ♥❡❝❡++❛)✐❧② ,❤❡ +❛♠❡✮ ✇❛+ ✐♥ ,❤❡ ♦)✐❣✐♥

✭~r = 0✮ ❛, ,✐♠❡ ✵✳ ❆ +✉❜+,✐,✉,✐♦♥ ♦❢ ❊B✳ ✷✳✶✸ ✐♥,♦ ❊B✳ ✷✳✶✶ ❞✐)❡❝,❧② ②✐❡❧❞+

f(~q, τ) =

∫

G(~r, τ)ei~q·~rd3r ✭✷✳✶✹✮

❚❤✉+✱ ,❤❡ ✐♥,❡)♠❡❞✐❛,❡ +❝❛,,❡)✐♥❣ ❢✉♥❝,✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥+✐❞❡)❡❞ ❛+ ,❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❝♦✉♥,❡)♣❛),

♦❢ ,❤❡ +,)✉❝,✉)❡ ❢❛❝,♦) ✭❊B✳ ✷✳✽✮✳

❆+ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❝♦♥+✐❞❡) ❇)♦✇♥✐❛♥ ❞✐✛✉+✐♦♥✳ ■♥ ,❤✐+ ❝❛+❡✱ ,❤❡ ✈❛♥ ❍♦✈❡ ❢✉♥❝,✐♦♥ ✐+

❛ ●❛✉++✐❛♥ ✇✐,❤ ✈❛)✐❛♥❝❡ 〈∆r2(τ)〉 = 6Dτ ✱ D ❜❡✐♥❣ ,❤❡ ❞✐✛✉+✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥,✳ ❇② ❋♦✉)✐❡)

,)❛♥+❢♦)♠✐♥❣ +✉❝❤ ❞✐+,)✐❜✉,✐♦♥ ♦♥❡ ♦❜,❛✐♥+ f(~q, τ) = exp(−Dq2τ)✳ ❖♥❡ ,❤✉+ ♣)❡❞✐❝,+ ❛♥

❡①♣♦♥❡♥,✐❛❧ ❞❡❝❛② ♦❢ ,❤❡ ✜❡❧❞ ❝♦))❡❧❛,✐♦♥✱ ✇✐,❤ ❛ ❝❤❛)❛❝,❡)✐+,✐❝ ,✐♠❡ τR = 1/Dq2✳ ❚❤✉+✱

❢)♦♠ ,❤❡ ✐♥,❡♥+✐,② ❝♦))❡❧❛,✐♦♥ ❢✉♥❝,✐♦♥ ♠❡❛+✉)❡❞ ♦♥ ❛ ❇)♦✇♥✐❛♥ +✉+♣❡♥+✐♦♥ ♦♥❡ ❡①,)❛❝,+

,❤❡ ❞✐✛✉+✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥, D✳ ■♥ ,✉)♥✱ D ❝❛♥ ❜❡ ✉+❡❞ ,♦ ❞❡,❡)♠✐♥❡ ,❤❡ ❤②❞)♦❞②♥❛♠✐❝ )❛❞✐✉+

Rh ♦❢ ,❤❡ ♣❛),✐❝❧❡+ ✐❢ ,❤❡ +♦❧✈❡♥, ✈✐+❝♦+✐,② ✐+ ❦♥♦✇♥✱ ✉+✐♥❣ ,❤❡ ❙,♦❦❡+✲❊✐♥+,❡✐♥ )❡❧❛,✐♦♥

D = kBT/(6πηRh)✱ ❛+ ✐, ✐+ )♦✉,✐♥❡❧② ❞♦♥❡ ✐♥ ❉▲❙✲❜❛+❡❞ ♣❛),✐❝❧❡ +✐③✐♥❣ ❬❇❡)♥❡ ✷✵✶✸❪✳

❈♦♥✈❡)+❡❧②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✉+❡ ❦♥♦✇♥ ♣❛),✐❝❧❡+ ❛+ ♣)♦❜❡+✱ ❛♥❞ ❡①,)❛❝, ❢)♦♠ ,❤❡ ❉▲❙ +✐❣♥❛❧

♣❤②+✐❝❛❧ ✐♥❢♦)♠❛,✐♦♥ ❛❜♦✉, ,❤❡ +♦❧✈❡♥,✱ ❧✐❦❡ ,❤❡ ✈✐+❝♦+✐,②✿ ,❤✐+ ✐+ ,❤❡ ❡++❡♥❝❡ ♦❢ ❉▲❙✲

❜❛+❡❞ ♠✐❝)♦)❤❡♦❧♦❣②✳

✷✳✶✳✹❜ ▼✉❧&✐4♣❡❝❦❧❡ ❛♥❞ &✐♠❡✲(❡4♦❧✈❡❞ ❝♦((❡❧❛&✐♦♥4

❖♣❡)❛,✐♦♥❛❧❧②✱ ❝♦♥✈❡♥,✐♦♥❛❧ ❉▲❙ ✐+ ❜❛+❡❞ ♦♥ ,❤❡ ❛++✉♠♣,✐♦♥ ,❤❛, ,❤❡ ❡♥+❡♠❜❧❡ ❛✈❡)❛❣❡

✐♥ ❊B✳ ✷✳✶✵ ❝❛♥ ❜❡ )❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ ,✐♠❡ ❛✈❡)❛❣❡✳ ❊♥+❡♠❜❧❡ ❛♥❞ ,✐♠❡ ❛✈❡)❛❣❡+ ❛)❡ ❡B✉✐✈❛❧❡♥,

✐❢✱ ♦✈❡) ,❤❡ ❛✈❡)❛❣❡❞ ,✐♠❡ ✐♥,❡)✈❛❧✱ ,❤❡ +❛♠♣❧❡ ❤❛+ ❜❡❡♥ ❛❜❧❡ ,♦ ❡①♣❧♦)❡ ❛ +,❛,✐+,✐❝❛❧❧②

)❡❧❡✈❛♥, +✉❜+❡, ♦❢ ,❤❡ ♣❤❛+❡ +♣❛❝❡✱ ✐✳❡✳ ❢♦) ,❤❡ +♦✲❝❛❧❧❡❞ ❡!❣♦❞✐❝ +②+,❡♠+✳ ❖)❞✐♥❛)② ❞✐❧✉,❡❞

+✉+♣❡♥+✐♦♥+ ✉+✉❛❧❧② ❢❛❧❧ ✐♥ ,❤✐+ ❝❧❛++ ♦❢ +②+,❡♠+✱ +✐♥❝❡ ,❤❡✐) )❡❧❛①❛,✐♦♥ ,✐♠❡ ✐+ ✉+✉❛❧❧② ♠✉❝❤

+♠❛❧❧❡) ,❤❛♥ ✶ +✱ +♦ ,❤❛, ♠❛♥② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥, ❝♦♥✜❣✉)❛,✐♦♥+ ❝❛♥ ❡❛+✐❧② ❜❡ +❛♠♣❧❡❞ ✇✐,❤✐♥

,❤❡ ❞✉)❛,✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡①♣❡)✐♠❡♥,✳ ❍♦✇❡✈❡)✱ ,❤❡)❡ ❛)❡ +❡✈❡)❛❧ ✐♥+,❛♥❝❡+ ✇❤❡)❡ ,❤❡ )❡❧❛①❛,✐♦♥

,✐♠❡ ❡①❝❡❡❞+ ✶ + ❜② ♠❛♥② ♦)❞❡)+ ♦❢ ♠❛❣♥✐,✉❞❡✱ ❛+ ✐+ ,❤❡ ❝❛+❡ ❢♦) ✈❡)② ✈✐+❝♦✉+ +✉+♣❡♥+✐♦♥+

+,✉❞✐❡❞ ❛, +♠❛❧❧ ❛♥❣❧❡+ ♦) ❡✈❡♥ ♠♦)❡ ✐♠♣♦),❛♥,❧② ❢♦) ♦✉, ♦❢ ❡B✉✐❧✐❜)✐✉♠ +②+,❡♠+✱ ❧✐❦❡

❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ❣❡❧+ ♦) ❣❧❛++❡+✿ ,❤❡+❡ +②+,❡♠+ ❛)❡ +❛✐❞ ,♦ ❜❡ ♥♦♥❡!❣♦❞✐❝✱ ❛♥❞ )❡B✉✐)❡ +♣❡❝✐❛❧ ❝❛)❡

❢♦) ,❤❡ ❡♥+❡♠❜❧❡ ❛✈❡)❛❣❡ ✐♥ ❛ ❉▲❙ ❡①♣❡)✐♠❡♥, ,♦ ❜❡ ♣)♦♣❡)❧② ❡✈❛❧✉❛,❡❞✳

❖♥❡ ♠❡,❤♦❞ ✐+ ,♦ +❛♠♣❧❡ gI(~q, t, τ) ❢♦) +❡✈❡)❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥, +♣❡❝❦❧❡+✳ ❚❤✐+ ❝❛♥ ❜❡

❞♦♥❡ ❜② ,)❛♥+❧❛,✐♥❣ ♦) )♦,❛,✐♥❣ ,❤❡ +❛♠♣❧❡ ❞✉)✐♥❣ ,❤❡ ♠❡❛+✉)❡♠❡♥,✱ ♦) ♠♦)❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥,❧②



✷✳✷✳ ❘❤❡♦❧♦❣② ✺✾

❜② ❞❡$❡❝$✐♥❣ $❤❡ ✢✉❝$✉❛$✐♦♥. ♦❢ .❡✈❡1❛❧ .♣❡❝❦❧❡. ❛$ $❤❡ .❛♠❡ $✐♠❡ ✉.✐♥❣ ❛ ♠✉❧$✐❝❤❛♥♥❡❧

❞❡$❡❝$♦1✱ ❧✐❦❡ ❛ ❈▼❖❙ ❝❛♠❡1❛✱ ❛♥❞ ❜② ❛✈❡1❛❣✐♥❣ $❤❡ ❝♦♥$1✐❜✉$✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ .♣❡❝❦❧❡.✳ ❚❤❡

1❡.✉❧$✐♥❣ ❝♦11❡❧❛$✐♦♥ ❢✉♥❝$✐♦♥ ✐.✿

g2(~q, t, τ) =
〈Ip(t+ τ)Ip(t)〉p∈ROI(~q)

〈Ip(t+ τ)〉p∈ROI(~q) 〈Ip(t)〉p∈ROI(~q)

✭✷✳✶✺✮

✇❤❡1❡ Ip(t) ✐. $❤❡ ✐♥$❡♥.✐$② ❞❡$❡❝$❡❞ ❜② ♣✐①❡❧ p ❛$ $✐♠❡ t✱ ❛♥❞ 〈. . .〉p∈ROI(~q) ❝♦11❡.♣♦♥❞.

$♦ ❛♥ ❛✈❡1❛❣❡ ♦✈❡1 ❛❧❧ ♣✐①❡❧. ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ $♦ ❛ 1❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♥$❡1❡.$ ✭❘❖■✮ ❛..♦❝✐❛$❡❞ $♦ ❛ .♠❛❧❧

1❡❣✐♦♥ ✐♥ q .♣❛❝❡ ❝❡♥$❡1❡❞ ❛1♦✉♥❞ ~q✳

❙✉❝❤ ❛ $❡❝❤♥✐G✉❡✱ ❝❛❧❧❡❞ ♠✉❧$✐.♣❡❝❦❧❡✱ ❛❧❧♦✇. ♦♥❡ $♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❣♦♦❞ .❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ $❤❡

❣1❛② ❧❡✈❡❧. ♦❢ $❤❡ .♣❡❝❦❧❡ ♣❛$$❡1♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦11❡.♣♦♥❞. $♦ ❛ ❣♦♦❞ .❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ $❤❡ ♠✐❝1♦.❝♦♣✐❝

❝♦♥✜❣✉1❛$✐♦♥. ♦❢ $❤❡ .❛♠♣❧❡✱ ♣1♦✈✐❞❡❞ $❤❛$ $❤❡ .❝❛$$❡1✐♥❣ ✈♦❧✉♠❡ ✐. ❧❛1❣❡1 $❤❛♥ ❛♥②

.$1✉❝$✉1❛❧ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❝♦11❡❧❛$✐♦♥ ❧❡♥❣$❤✳ ❖❢ ❝♦✉1.❡✱ $❤❡ .♣❡❝❦❧❡. ❛✈❡1❛❣❡❞ ✇✐$❤ $❤✐.

$❡❝❤♥✐G✉❡ .❤♦✉❧❞ ♣1♦✈✐❞❡ ❡G✉✐✈❛❧❡♥$ ✐♥❢♦1♠❛$✐♦♥✱ $❤✉. $❤❡② .❤♦✉❧❞ ❝♦11❡.♣♦♥❞ $♦ ♥❡❛1❧②

$❤❡ .❛♠❡ .❝❛$$❡1✐♥❣ ✈❡❝$♦1✱ ✇❤✐❝❤ .♦♠❡$✐♠❡. .❡$. ❛ .$1♦♥❣ ❧✐♠✐$❛$✐♦♥✱ ❢♦1 ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ $❤❡

❝❛.❡ ♦❢ ❧❛1❣❡ .♣❡❝❦❧❡. ♦1 ♦❢ ❛ .$1♦♥❣ q ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ $❤❡ ❞②♥❛♠✐❝.✱ ❛. ✐$ ✐. $❤❡ ❝❛.❡ ✉♥❞❡1

.❤❡❛1✱ ❛. ❞✐.❝✉..❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣$❡1 ✹✳

▼♦1❡ ❣❡♥❡1❛❧❧②✱ $❤✐. ♠❡$❤♦❞ ♣1♦✈✐❞❡. ♣1♦♣❡1❧② ❛✈❡1❛❣❡❞ 1❡.✉❧$. ✇✐$❤♦✉$ $✐♠❡ ❛✈❡1❛❣❡.✱

❛♥❞ $❤✉. ❛❧❧♦✇. ♦♥❡ $♦ ❝❤❛1❛❝$❡1✐③❡ $✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥$ ❞②♥❛♠✐❝.✱ ❧✐❦❡ ❛❣❡✐♥❣ ♦1 $1❛♥.✐❡♥$

♣1♦❝❡..❡.✳ ❋♦1 $❤✐. 1❡❛.♦♥✱ .✉❝❤ ❛ ♠❡$❤♦❞✱ ❝❛❧❧❡❞ ❚✐♠❡ ❘❡.♦❧✈❡❞ ❈♦11❡❧❛$✐♦♥ ✭❚❘❈✮

❬❉✉1✐ ✷✵✵✺❪✱ ✐. ♣❛1$✐❝✉❧❛1❧② ❛❞❛♣$❡❞ ❢♦1 ♣1♦❜✐♥❣ ❛ .❛♠♣❧❡ ✉♥❞❡1 .❤❡❛1✳

✷✳✷ ❘❤❡♦❧♦❣②

❘❤❡♦❧♦❣②✱ ❛. $❤❡ ●1❡❡❦ ♦1✐❣✐♥ ♦❢ $❤❡ ♥❛♠❡ .✉❣❣❡.$.✱ ✐. $❤❡ .$✉❞② ♦❢ $❤❡ ✢♦✇ ♦❢ ♠❛$$❡1✳

❖♥❡ ❝♦♠♠♦♥❧② $❤✐♥❦. ♦❢ ❣❛.❡. ❛♥❞ ❧✐G✉✐❞. ❛. ♠♦❜✐❧❡ .✉❜.$❛♥❝❡. .✉❜❥❡❝$ $♦ ✢♦✇ ❛♥❞ ♦❢

.♦❧✐❞. ❛. 1✐❣✐❞ ♠❛$❡1✐❛❧. $❤❛$ ❞♦ ♥♦$ ✢♦✇✱ ❜✉$ ❜❡❢♦1❡ $❤❡ ❝1✐$✐❝❛❧ ❡②❡. ♦❢ $❤❡ 1❤❡♦❧♦❣✐.$✱

♥❛$✉1❡ .❤♦✇. ❛ ♠✉❝❤ ♠♦1❡ 1✐❝❤ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡① ✈❛1✐❡$② ♦❢ ❜❡❤❛✈✐♦1.✱ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ❝❧❛..✐✜❡.

❛. ✈✐"❝♦❡❧❛"(✐❝✳ ■♥❞❡❡❞✱ 1❡♣❤1❛.✐♥❣ $❤❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ .$❛$❡♠❡♥$ ♦❢ ❍❡1❛❝❧✐$✉. ❢1♦♠ ✇❤✐❝❤

$❤❡ ♥❛♠❡ ✧1❤❡♦❧♦❣②✧ ✇❛. ❝♦✐♥❡❞ ✭τα Πάντα ρ̀ει̃✮✱ ❡✈❡1②$❤✐♥❣ ✢♦✇.✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ $❤❡

$✐♠❡.❝❛❧❡ ❛♥❞ $❤❡ ❡①$❡1♥❛❧ ❝♦♥❞✐$✐♦♥. ❬❚1❛①❧❡1 ✶✾✸✾❪✳

✷✳✷✳✶ ❙❤❡❛' ❞❡❢♦'♠❛,✐♦♥✿ 0,'❡00 ❛♥❞ 0,'❛✐♥

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞✐.$✐♥❝$✐♦♥ ❜❡$✇❡❡♥ ❧✐G✉✐❞.✱ .♦❧✐❞. ❛♥❞ ✈✐.❝♦❡❧❛.$✐❝ ♠❛$❡1✐❛❧. ❝♦♥❝❡1♥. $❤❡

♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣1♦♣❡1$✐❡. ♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝$✱ ✐✳❡✳ $❤❡ 1❡❧❛$✐♦♥.❤✐♣ ❜❡$✇❡❡♥ ❛♥② ❢♦1❝❡ ❛♣♣❧✐❡❞ $♦ ✐$

❛♥❞ $❤❡ .✉❜.❡G✉❡♥$ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ✐$. .❤❛♣❡ ❛♥❞ .✐③❡✳ ❇♦$❤ G✉❛♥$✐$✐❡. ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡1❛❧❧② G✉❛♥✲

$✐✜❡❞ ❜② $❡♥.♦1✐❛❧ ✈❛1✐❛❜❧❡.✿ $❤❡ .$1❡.. σ✱ 1❡♣1❡.❡♥$✐♥❣ $❤❡ ❢♦1❝❡ ♣❡1 ✉♥✐$ .✉1❢❛❝❡ ❛❝$✐♥❣

♦♥ ❞✐✛❡1❡♥$ ❢❛❝❡. ♦❢ ❛ .♠❛❧❧ ❝✉❜✐❝ ❡❧❡♠❡♥$ ❢1♦♠ ❞✐✛❡1❡♥$ ❞✐1❡❝$✐♦♥.✱ ❛♥❞ $❤❡ ❞❡❢♦1♠❛$✐♦♥

γ ✭♦1 ✐$. $✐♠❡ ❞❡1✐✈❛$✐✈❡ γ̇✮✱ ❞❡.❝1✐❜✐♥❣ $❤❡ 1❡❧❛$✐✈❡ ❝❤❛♥❣❡. ✐♥ ❞✐♠❡♥.✐♦♥. ❛♥❞ ❛♥❣❧❡. ♦❢
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 ❤❡♦♠❡%❡ & ♠❡❛&✉ ❡ %❤❡ %♦ )✉❡ ♥❡❡❞❡❞ %♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❣✐✈❡♥  ♦%❛%✐♦♥✱ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡ &❡❧② &% ❡&&✲

❝♦♥% ♦❧❧❡❞  ❤❡♦♠❡%❡ & ❛♣♣❧② ❛ ❝♦♥% ♦❧❧❡❞ %♦ )✉❡ ❛♥❞ ♠❡❛&✉ ❡ %❤❡  ♦%❛%✐♦♥✳ ❚❤❡ ❣❡♦♠❡% ✐❝

♣❛ ❛♠❡%❡ & ❛ ❡ %❤❡♥ ✉&❡❞ %♦ ❝♦♥✈❡ % %❤❡ %♦ )✉❡ ✐♥%♦ ❛ &❤❡❛ &% ❡&& ❛♥❞ %❤❡  ♦%❛%✐♦♥ ❛♥✲

❣❧❡ ✐♥%♦ ❛ &❤❡❛ &% ❛✐♥✳ ❉✐✛❡ ❡♥% &❤❡❛ ❣❡♦♠❡% ✐❡&✱ ❧✐❦❡ ♣❛ ❛❧❧❡❧ &❧✐❞✐♥❣ ♣❧❛%❡& ❛ ❡ ❛❧&♦

❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ ❝✉&%♦♠✲♠❛❞❡ &❤❡❛ ❝❡❧❧&✱ %②♣✐❝❛❧❧② ❞❡&✐❣♥❡❞ %♦ ♠❡❡% &♣❡❝✐❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧  ❡✲

)✉✐ ❡♠❡♥%& ✭❡✳❣✳ ✈❡ ② &♠❛❧❧ &❛♠♣❧❡ %❤✐❝❦♥❡&& ♦ ✈❡ ② ❤✐❣❤ ❢ ❡)✉❡♥❝✐❡&✮ ♦ %♦ ❜❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞

✐♥%♦ ♠♦ ❡ ❝♦♠♣❧❡① ❡①♣❡ ✐♠❡♥%❛❧ &②&%❡♠&✱ ❧✐❦❡ %❤❡ ♦♥❡ %❤❛% ✇✐❧❧ ❜❡ ♣ ❡&❡♥%❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣%❡ 

✸✳

❲❤❡♥ ❛♥ ❡①%❡ ♥❛❧ &❤❡❛ &% ❡&& σ(t) ✐& ❛♣♣❧✐❡❞ %♦ ❛ &❛♠♣❧❡✱ %❤❡ &❛♠♣❧❡  ❡❛❝%& ✇✐%❤ ❛

&❤❡❛ ❞❡❢♦ ♠❛%✐♦♥ γ(t) ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ◆❡✇%♦♥✬& &❡❝♦♥❞ ❧❛✇✳ ■❢ ✐♥❡ %✐❛❧ ❡✛❡❝%& ❝❛♥ ❜❡ ✐❣♥♦ ❡❞✱

❛& ✐& ♦❢%❡♥ %❤❡ ❝❛&❡ ✭❝❢✳ ❝❤❛♣%❡ ✸✮✱ %❤❡ ✐♥%❡ ♥❛❧ &% ❡&&❡& ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛& ❛ ❝♦♥&❡)✉❡♥❝❡ ♦❢ %❤❡

&❤❡❛ ❞❡❢♦ ♠❛%✐♦♥ ❛ ❡ &✉❝❤ %❤❛% %❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ &% ❡&& ✐& ❡①❛❝%❧② ❜❛❧❛♥❝❡❞✱ &♦ %❤❛% ❛ ♠❡❛&✉ ❡

♦❢ γ(t) ❢♦ ❛ ❦♥♦✇♥ &% ❡&& ❤✐&%♦ ② σ(t) ❛❧❧♦✇& ♦♥❡ %♦ ❡①% ❛❝% %❤❡ ❝♦♥&%✐%✉%✐✈❡ ❡)✉❛%✐♦♥✳

❈♦♥✈❡ &❡❧②✱ ❛ &% ❛✐♥ ❤✐&%♦ ② γ(t) ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣♦&❡❞✱ ❛♥❞ ❛ ♠❡❛&✉ ❡ ♦❢ σ(t) ❛❧❧♦✇& %❤❡ &❛♠❡

❝♦♥&%✐%✉%✐✈❡ ❡)✉❛%✐♦♥ %♦ ❜❡ ♦❜%❛✐♥❡❞✳

❆& ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ &✐♠♣❧❡ ❝♦♥&%✐%✉%✐✈❡ ❡)✉❛%✐♦♥✱ ❍♦♦❦❡✬& ❧❛✇ ❞❡&❝ ✐❜❡& %❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦ 

♦❢ ❡❧❛&%✐❝ &♦❧✐❞&✱ ❢♦ ✇❤✐❝❤ &% ❡&& ✐& ❛❧✇❛②& ❞✐ ❡❝%❧② ♣ ♦♣♦ %✐♦♥❛❧ %♦ &% ❛✐♥ ❜✉% ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥%

♦♥ %❤❡ &❤❡❛  ❛%❡ γ̇ = dγ/dt✳ ❖♥ %❤❡ ♦%❤❡ ❤❛♥❞✱ %❤❡ ❝❧❛&&✐❝❛❧ %❤❡♦ ② ♦❢ ❤②❞ ♦❞②♥❛♠✐❝&

❞❡❛❧& ✇✐%❤ ✈✐&❝♦✉& ❧✐)✉✐❞&✱ ❢♦ ✇❤✐❝❤ &% ❡&& ✐& ❛❧✇❛②& ❞✐ ❡❝%❧② ♣ ♦♣♦ %✐♦♥❛❧ %♦ %❤❡ &❤❡❛ 

 ❛%❡✱ ❜✉% ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥% ♦❢ %❤❡ &% ❛✐♥ ✐%&❡❧❢✳ ❇♦%❤ ❝❛%❡❣♦ ✐❡& ❛ ❡ ✐❞❡❛❧✐③❛%✐♦♥&✱ ❛♥❞ ❛❧%❤♦✉❣❤

♠❛♥② &♦❧✐❞& ❛♣♣ ♦❛❝❤ ❍♦♦❦❡✬& ❧❛✇ ❢♦ &♠❛❧❧ &% ❛✐♥& ❛♥❞ ♠❛♥② ❧✐)✉✐❞& ❛♣♣ ♦❛❝❤ ◆❡✇%♦♥✬&

❧❛✇ ❢♦ &♠❛❧❧ &❤❡❛  ❛%❡&✱ ✉♥❞❡ ♦%❤❡ ❝♦♥❞✐%✐♦♥& ❞❡✈✐❛%✐♦♥& ❢ ♦♠ %❤❡&❡ &✐♠♣❧❡✱ ❧✐♥❡❛ ❧❛✇&

❛ ❡ ♦❜&❡ ✈❡❞✳ ▼♦ ❡♦✈❡ ✱ ❡✈❡♥ ✐❢ %❤❡ &% ❛✐♥ ♦ %❤❡ &❤❡❛  ❛%❡ ❛ ❡ ✐♥✜♥✐%❡&✐♠❛❧✱ ❛ &②&%❡♠

♠❛② ❡①❤✐❜✐% ❜❡❤❛✈✐♦ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠❜✐♥❡& ❧✐)✉✐❞✲❧✐❦❡ ❛♥❞ &♦❧✐❞✲❧✐❦❡ ❝❤❛ ❛❝%❡ ✐&%✐❝&✿ %♦ ❞❡&❝ ✐❜❡

&✉❝❤ ❛ ✈✐"❝♦❡❧❛"(✐❝ &②&%❡♠✱ ❛ ♠♦ ❡ ❣❡♥❡ ❛❧ ♠♦❞❡❧ ♠✉&% ❜❡ ✐♥% ♦❞✉❝❡❞✳

✷✳✷✳✷ ▲✐♥❡❛' ✈✐)❝♦❡❧❛)-✐❝✐-②

✷✳✷✳✷❛ ❱✐.❝♦❡❧❛.0✐❝ ♠♦❞✉❧✐

❆& ❛ &%❛ %✐♥❣ ♣♦✐♥% ❢♦ ❛ %❤❡♦ ❡%✐❝❛❧ ❞❡&❝ ✐♣%✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛ ✈✐&❝♦❡❧❛&%✐❝✐%②✱ ❛  ❡&♣♦♥&❡

❢✉♥❝%✐♦♥ G∗(ω) ✭❝❛❧❧❡❞ ❝♦♠♣❧❡① ♠♦❞✉❧✉&✮ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞✱ ✐♥ %❤❡ &♣✐ ✐% ♦❢ ❙❡❝✳ ✷✳✶✳ ■♥

%❤❡ &♠❛❧❧ ♣❡ %✉ ❜❛%✐♦♥ ❧✐♠✐%✱ %❤❡ &♦✲❝❛❧❧❡❞ ❧✐♥❡❛  ❡❣✐♠❡✱ G∗(ω) ✐& ❛ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ❝♦♠♣❧❡①

❢✉♥❝%✐♦♥ ♦❢ ❢ ❡)✉❡♥❝②✿ ❛ ❤❛ ♠♦♥✐❝ &% ❛✐♥ ♣❡ %✉ ❜❛%✐♦♥ γω(t) = γ0e
iωt

✐& ❛&&♦❝✐❛%❡❞ %♦ ❛

&% ❡&& σω(t) ♦&❝✐❧❧❛%✐♥❣ ❛% %❤❡ &❛♠❡ ❢ ❡)✉❡♥❝② ω✱ ✇✐%❤ ❛♠♣❧✐%✉❞❡ ❛♥❞ ♣❤❛&❡ &❡% ❜② %❤❡

❝♦♠♣❧❡① ♠♦❞✉❧✉&✿ σω(t) = G∗(ω)γω(t) ✭❋✐❣✳ ✷✳✹❜✮ ❬▼❛❝♦&❦♦ ✶✾✾✹❪✳

❚❤❡ ✐❞❡❛❧ ❝❛&❡& ♦❢ ♣✉ ❡❧② ❡❧❛&%✐❝ ♦ ✈✐&❝♦✉& ♠❛%❡ ✐❛❧& ❝❛♥ ❜❡ ❞❡&❝ ✐❜❡❞ ✐♥ %❡ ♠& ♦❢  ❡❛❧

♦ ✐♠❛❣✐♥❛ ② ❝♦♠♣❧❡① ♠♦❞✉❧✐✱  ❡&♣❡❝%✐✈❡❧②✿ G∗(ω) = G0 ❞❡✜♥❡& %❤❡ ❡❧❛&%✐❝ ♠♦❞✉❧✉& ✐♥

❍♦♦❦❡✬& ❧❛✇ ✭σ = G0γ✮✱ ✇❤❡ ❡❛& G∗(ω) = iωη ❝❤❛ ❛❝%❡ ✐③❡& %❤❡ ✈✐&❝♦&✐%② ♦❢ ❛ ◆❡✇%♦♥✐❛♥

❧✐)✉✐❞ ✭σ = ηγ̇✮✳ ❆ ❝♦♠♣❧❡① ♠♦❞✉❧✉& ❤❛✈✐♥❣ ❜♦%❤ ❛  ❡❛❧ ❛♥❞ ❛♥ ✐♠❛❣✐♥❛ ② ♣❛ % ❞❡&❝ ✐❜❡& ❛

✈✐&❝♦❡❧❛&%✐❝ ♠❛%❡ ✐❛❧✱ ✇❤♦&❡ &♦❧✐❞✲❧✐❦❡ ❛♥❞ ❧✐)✉✐❞✲❧✐❦❡ ❜❡❤❛✈✐♦ & ❛ ❡ ❛&❝ ✐❜❡❞ %♦ ❛ &%♦ ❛❣❡

♠♦❞✉❧✉& G′ = Re(G∗) ❛♥❞ ❛ ❧♦&& ♠♦❞✉❧✉& G′′ = Im(G∗)✱  ❡&♣❡❝%✐✈❡❧②✳ ■♥ ♣ ❛❝%✐❝❡✱



✻✷ ❈❤❛♣&❡( ✷✳ ❊①♣❡(✐♠❡♥&❛❧ ▼❡&❤♦❞3

♦!❝✐❧❧❛&♦'② '❤❡♦❧♦❣② ❝♦♥!✐!&! ✐♥ ✐♠♣♦!✐♥❣ ❛ !♠❛❧❧ ❛♠♣❧✐&✉❞❡ ❤❛'♠♦♥✐❝ ♣❡'&✉'❜❛&✐♦♥ ✭❡✐&❤❡'

✐♥ !&'❡!! ♦' ✐♥ !&'❛✐♥✮✱ ❛♥❞ '❡❝♦'❞✐♥❣ &❤❡ ❛♠♣❧✐&✉❞❡ ❛♥❞ ♣❤❛!❡ ♦❢ &❤❡ '❡!♣♦♥!❡✱ ❢'♦♠ ✇❤✐❝❤

G′
❛♥❞ G′′

❝❛♥ ❜❡ ❡①&'❛❝&❡❞ ❢♦' ❛ ❣✐✈❡♥ ❢'❡9✉❡♥❝②✿ ❛ ❝♦♠♣❧❡&❡ !♣❡❝&'✉♠ ♦❢ G′(ω) ❛♥❞

G′′(ω) ♣'♦✈✐❞❡! ❛ ❢✉❧❧ ❞❡!❝'✐♣&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ❧✐♥❡❛' ✈✐!❝♦❧❛!&✐❝✐&② ♦❢ ❛ ♠❛&❡'✐❛❧✳

❚❤❡ ❢♦'♠ ♦❢ &❤❡ ❢'❡9✉❡♥❝② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ &❤❡ ✈✐!❝♦❡❧❛!&✐❝ ♠♦❞✉❧✐ G′
❛♥❞ G′′

❝❛♥ ✐♥

❣❡♥❡'❛❧ ❜❡ '❡♣'♦❞✉❝❡❞ ❜② &❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦' ♦❢ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✇✐&❤ ❛ !✉✣❝✐❡♥& ♥✉♠❜❡'

♦❢ ❡❧❛!&✐❝ ❡❧❡♠❡♥&! ✭!♣'✐♥❣!✮ ❛♥❞ ✈✐!❝♦✉! ❡❧❡♠❡♥&! ✭❞❛!❤♣♦&! ✐♠❛❣✐♥❡❞ ❛! ♣✐!&♦♥! ♠♦✈✐♥❣

✐♥ ♦✐❧✮✳ ❚❤❡ ❢♦'❝❡ ❛♣♣❧✐❡❞ &♦ &❤❡ ❡♥❞! ♦❢ &❤✐! ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐! ❛♥❛❧♦❣♦✉! &♦ σ✱ ❛♥❞

&❤❡✐' '❡❧❛&✐✈❡ ❞✐!♣❧❛❝❡♠❡♥& ✐! ❛♥❛❧♦❣♦✉! &♦ γ✳ ❚❤❡ !✐♠♣❧❡!& ❢✉❧❧② ✈✐!❝♦❡❧❛!&✐❝ ♠♦❞❡❧!

❝♦♥&❛✐♥ ♦♥❡ !♣'✐♥❣ ❛♥❞ ♦♥❡ ❞❛!❤♣♦&✱ ❝♦♥♥❡❝&❡❞ ❡✐&❤❡' ✐♥ !❡'✐❡! ✭▼❛①✇❡❧❧ ♠♦❞❡❧✮ ♦' ✐♥

♣❛'❛❧❧❡❧ ✭❑❡❧✈✐♥✲❱♦✐❣& ♠♦❞❡❧✮ ❬❋❡''② ✶✾✽✵❪✳ ❚❤❡✐' ❝♦♠♣❧❡① ♠♦❞✉❧✐ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛&❡❞ ❜②

❛!!✐❣♥✐♥❣ ❛♥ ❡❧❛!&✐❝ ♠♦❞✉❧✉! G0 &♦ &❤❡ !♣'✐♥❣ ❛♥❞ ❛ ✈✐!❝♦!✐&② η &♦ &❤❡ ❞❛!❤♣♦&✱ ❛♥❞ ❜②

❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ &❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧!✱ ♦❜&❛✐♥✐♥❣ G∗

KV (ω) = G0 + iωη ❢♦' ❑❡❧✈✐♥✲❱♦✐❣& ❛♥❞

G∗

M(ω) = G0(s
2+is)/(1+s2)✱ ✇✐&❤ s = ωη/G0✱ ❢♦' ▼❛①✇❡❧❧✳ ❇♦&❤ '❡!✉❧&! ❛'❡ '❡♣'❡!❡♥&❡❞

✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✺❛✱ ❢'♦♠ ✇❤✐❝❤ ❛ ❝❤❛'❛❝&❡'✐!&✐❝ ❛♥❣✉❧❛' ❢'❡9✉❡♥❝② ω̄ = G0/η ❡♠❡'❣❡! ❛! &❤❡ ♣♦✐♥&

✇❤❡'❡ G′
❛♥❞ G′′

❝'♦!! ❡❛❝❤ ♦&❤❡'✿ ❢♦' ω > ω̄ &❤❡ ▼❛①✇❡❧❧ ♠♦❞❡❧ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣'❡❞♦♠✐♥❛♥&❧②

❡❧❛!&✐❝✱ ✇✐&❤ G′ > G′′
✱ ✇❤❡'❡❛! ❢♦' ❑❡❧✈✐♥✲❱♦✐❣& G′′ > G′

✐♥❞✐❝❛&❡! ❛ '❛&❤❡' ❧✐9✉✐❞✲❧✐❦❡

'❡!♣♦♥!❡✳ ❚❤❡ ♦♣♣♦!✐&❡ ❤♦❧❞! ❢♦' ω < ω̄✳

❚❤❡ ❝❤❛'❛❝&❡'✐!&✐❝ ❢'❡9✉❡♥❝② ω̄ ❝❛♥ ❛❧!♦ ❜❡ '❡❛❞✱ ✐♥ &❤❡ &✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥✱ ❛! ❛ ❝❤❛'❛❝&❡'✐!&✐❝

&✐♠❡ τ ∼ ω̄−1
!❡♣❛'❛&✐♥❣ &❤❡ ❡❧❛!&✐❝✐&②✲❞♦♠✐♥❛&❡❞ ❢'♦♠ &❤❡ ✈✐!❝♦!✐&②✲❞♦♠✐♥❛&❡❞ '❡❣✐♠❡✱

❛! ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❡❛'❧② ♦❜!❡'✈❡❞ ✐♥ &'❛♥!✐❡♥& ❡①♣❡'✐♠❡♥&!✳

✷✳✷✳✷❜ ❚(❛♥3✐❡♥& ❡①♣❡(✐♠❡♥&3 ✐♥ &❤❡ ❧✐♥❡❛( (❡❣✐♠❡

❖!❝✐❧❧❛&♦'② !❤❡❛' ✐! ♦❢ ✇✐❞❡!♣'❡❛❞ ✉!❡✱ ❛♥❞ ✐! ❛♥ ❡①&'❡♠❡❧② ♣'❛❝&✐❝❛❧ &♦♦❧ &♦ ❝❤❛'❛❝✲

&❡'✐③❡ &❤❡ ❧✐♥❡❛' ✈✐!❝♦❡❧❛!&✐❝✐&② ♦❢ ❛ ♠❛&❡'✐❛❧✱ !✐♥❝❡ ✐& ♣'♦❜❡! ❛ !&❛&✐♦♥❛'② !&❛&❡✱ ✇❤❡'❡ &❤❡

♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ '❡!♣♦♥!❡ ♦❢ &❤❡ !②!&❡♠ ❞❡♣❡♥❞! ♦♥ ❢'❡9✉❡♥❝② ❜✉& ♥♦& ✭♦' ♥❡❣❧✐❣✐❜❧②✮ ♦♥ &✐♠❡✳

❍♦✇❡✈❡'✱ ♣'❡❝✐♦✉! ♣❤②!✐❝❛❧ ✐♥❢♦'♠❛&✐♦♥ ✐! ♦❢&❡♥ ❝♦♥&❛✐♥❡❞ ❛! ✇❡❧❧ ✐♥ &❤❡ &✐♠❡ ❡✈♦❧✉&✐♦♥

♦❢ &❤❡ !②!&❡♠ ❛♣♣'♦❛❝❤✐♥❣ &❤❡ !&❛&✐♦♥❛'② !&❛&❡✱ !♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ ✜♥✐&❡✱ ✧♥♦♥❧✐♥❡❛'✧ ❞❡✲

❢♦'♠❛&✐♦♥! ❛'❡ ❛&&❛✐♥❡❞✳ ❚♦ ❛❝❝❡!! &❤✐! ✐♥❢♦'♠❛&✐♦♥✱ &'❛♥!✐❡♥& ❡①♣❡'✐♠❡♥&!✱ ✐♥&'✐♥!✐❝❛❧❧②

&✐♠❡✲'❡!♦❧✈❡❞✱ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡'❢♦'♠❡❞✳ ❈'❡❡♣✱ !❤❡❛' !&❛'&✲✉♣ ❛♥❞ !&'❡!! '❡❧❛①❛&✐♦♥ ❛'❡ &❤❡ ♠♦!&

❝♦♠♠♦♥ ❡①❛♠♣❧❡! ♦❢ &'❛♥!✐❡♥& '❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡①♣❡'✐♠❡♥&!✳

❚❤❡ '❡!✉❧& ♦❢ &'❛♥!✐❡♥& ❡①♣❡'✐♠❡♥&! ✐♥ &❤❡ ❧✐♥❡❛' '❡❣✐♠❡ ❝❛♥ ❜❡ '❛&✐♦♥❛❧✐③❡❞ ✐♥ &❡'♠!

♦❢ &✇♦ &✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥& 9✉❛♥&✐&✐❡! '❡❧❛&❡❞ &♦ &❤❡ ✈✐!❝♦❡❧❛!&✐❝ ♠♦❞✉❧✐✿ &❤❡ !&'❡!! '❡❧❛①❛&✐♦♥

♠♦❞✉❧✉! G(t) ❛♥❞ &❤❡ ❝'❡❡♣ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ J(t)✱ ✇❤✐❝❤ ❛'❡ ✉!❡❞ &♦ ❝❛❧❝✉❧❛&❡ &❤❡ !&'❡!! σ(t)

!&❛'&✐♥❣ ❢'♦♠ ❛ ❣❡♥❡'✐❝ !&'❛✐♥ ❤✐!&♦'② γ(t) ♦' ✈✐❝❡ ✈❡'!❛ ❬▼❛❝♦!❦♦ ✶✾✾✹❪✳ ❚❤❡✐' ❞❡✜♥✐&✐♦♥

✐! ❜❛!❡❞ ♦♥ ❇♦❧&③♠❛♥♥✬! !✉♣❡'♣♦!✐&✐♦♥ ♣'✐♥❝✐♣❧❡✱ !&❛&✐♥❣ &❤❛& ✐♥ &❤❡ ❧✐♥❡❛' '❡❣✐♠❡ &❤❡

❡✛❡❝&! ♦❢ !❡9✉❡♥&✐❛❧ ❝❤❛♥❣❡! ✐♥ !&'❛✐♥ ✭♦' !&'❡!!✮ ❛'❡ ❛❞❞✐&✐✈❡✿
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❋✐❣✉.❡ ✷✳✺✿ ✭❛✮ ❱✐%❝♦❡❧❛%*✐❝ ♠♦❞✉❧✐ G′
✭%♦❧✐❞ ❧✐♥❡%✮ ❛♥❞ G′′

✭❞❛%❤❡❞ ❧✐♥❡%✮ ❢♦1 ▼❛①✇❡❧❧

✭1❡❞✮ ❛♥❞ ❑❡❧✈✐♥✲❱♦✐❣* ♠♦❞❡❧ ✭❜❧✉❡✮✱ ♥♦1♠❛❧✐③❡❞ ❜② *❤❡ %♣1✐♥❣ ♠♦❞✉❧✉% G0 ❛♥❞ ❛% ❛

❢✉♥❝*✐♦♥ ♦❢ ❢1❡>✉❡♥❝② ♥♦1♠❛❧✐③❡❞ ❜② *❤❡ 1❡❧❛①❛*✐♦♥ *✐♠❡ τ = η/G0✳ ❆ %♦❧✐❞ %❛♠♣❧❡ ✇♦✉❧❞

❤❛✈❡ *❤❡ %❛♠❡ G′
❛% *❤❡ ❑❡❧✈✐♥✲❱♦✐❣* ✭G′ = G0✮✱ ✇❤❡1❡❛% ❛ ◆❡✇*♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡

*❤❡ %❛♠❡ G′′
❛% *❤❡ ❑❡❧✈✐♥✲❱♦✐❣* ✭G′′ = ηω✮✳ ✭❜✮ ◆♦1♠❛❧✐③❡❞ ❝1❡❡♣ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ G0J(t)

❛% ❛ ❢✉♥❝*✐♦♥ ♦❢ ♥♦1♠❛❧✐③❡❞ *✐♠❡ t/τ ❢♦1 *❤❡ *✇♦ ✈✐%❝♦❡❧❛%*✐❝ ♠♦❞❡❧%✳ ❆% ❛ 1❡❢❡1❡♥❝❡✱ *❤❡

❝1❡❡♣ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ♦❢ ✐❞❡❛❧ ❡❧❛%*✐❝ %♦❧✐❞% ✭❜❧❛❝❦✱ %♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ◆❡✇*♦♥✐❛♥ ❧✐>✉✐❞% ✭❞❛%❤❡❞

❧✐♥❡✮ ✐% ❛❧%♦ %❤♦✇♥✳

σ(t) =

t
∫

−∞

G(t− t′)γ̇(t′)dt′

γ(t) =

t
∫

−∞

J(t− t′)σ̇(t′)dt′

✭✷✳✶✻✮

❋1♦♠ *❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ❡✐*❤❡1 G(t) ♦1 J(t)✱ *❤❡ %*1❡%%✲%*1❛✐♥ 1❡❧❛*✐♦♥ ❢♦1 ❛♥② ❦✐♥❞ ♦❢

❡①♣❡1✐♠❡♥* ✇✐*❤ ❛ ♣1❡%❝1✐❜❡❞ *✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ %*1❡%% ♦1 %*1❛✐♥ ❝❛♥ ❜❡ ♣1❡❞✐❝*❡❞✿ ❢♦1

❡①❛♠♣❧❡✱ *❤❡ ♣❛1*✐❝✉❧❛1 ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛♥ ♦%❝✐❧❧❛*✐♥❣ %*1❛✐♥ ❛❧❧♦✇% ♦♥❡ *♦ ✐❞❡♥*✐❢② *❤❡ ❝♦♠♣❧❡①

♠♦❞✉❧✉% G∗(ω) ❛% *❤❡ ❋♦✉1✐❡1 *1❛♥%❢♦1♠ ♦❢ G(t)✳ ■♥ ♣1❛❝*✐❝❡✱ ❤♦✇❡✈❡1✱ ❞✐1❡❝* ❝❛❧❝✉❧❛*✐♦♥

♦❢ *❤❡ ❋♦✉1✐❡1 *1❛♥%❢♦1♠ ✐% ♥♦* ♣♦%%✐❜❧❡✱ %✐♥❝❡ ❛♥② *1❛♥%✐❡♥* ❡①♣❡1✐♠❡♥* ❛❝❝❡%%❡% ❛ ❧✐♠✐*❡❞

✇✐♥❞♦✇ ♦❢ *✐♠❡%❝❛❧❡%✱ 1❛♥❣✐♥❣ ❢1♦♠ ❛ ❣❡♥❡1❛❧❧② %♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ tmin *♦ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ *✐♠❡ tmax

❧✐♠✐*❡❞ ❜② *❤❡ ❞✉1❛*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ❡①♣❡1✐♠❡♥* ✭*②♣✐❝❛❧❧② ❛ ❢❡✇ ❞❛②% ❛* ♠♦%*✮✱ ❛♥❞ ♥✉♠❡1✐❝❛❧

♠❡*❤♦❞% ❛1❡ ♥❡❡❞❡❞ *♦ ❝♦♥✈❡1* ❧✐♥❡❛1 *1❛♥%✐❡♥* ❞❛*❛ ✐♥*♦ ✈✐%❝♦❡❧❛%*✐❝ ♠♦❞✉❧✐ ❝♦✈❡1✐♥❣ ❛

❢1❡>✉❡♥❝② 1❛♥❣❡ ❢1♦♠ ωmin ∼ t−1
max *♦ ωmax ∼ t−1

min ❬❊✈❛♥% ✷✵✵✾❪✳ ❚❤✐% 1❡✈❡❛❧% ❛♥♦*❤❡1

%✐❞❡ ❛❞✈❛♥*❛❣❡ ♦❢ *1❛♥%✐❡♥* ❡①♣❡1✐♠❡♥*%✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ *②♣✐❝❛❧❧② ♣1♦❜❡ ❛ ♠✉❝❤ ❧❛1❣❡1 ✇✐♥❞♦✇

♦❢ *✐♠❡%❝❛❧❡%✱ ❜❡②♦♥❞ *❤❡ %♠❛❧❧ ❢1❡>✉❡♥❝② 1❡❣✐♠❡ *❤❛* ❝❛♥ ❜❡ *②♣✐❝❛❧❧② ❜❡ ❛❝❝❡%%❡❞ ✐♥



✻✹ ❈❤❛♣&❡( ✷✳ ❊①♣❡(✐♠❡♥&❛❧ ▼❡&❤♦❞4

♦!❝✐❧❧❛&♦'② &❡!&!✳ ❋♦' &❤✐! '❡❛!♦♥✱ ❝'❡❡♣ ♦' !&'❡!! '❡❧❛①❛&✐♦♥ ❡①♣❡'✐♠❡♥&! ✐♥ &❤❡ ❧✐♥❡❛'

'❡❣✐♠❡ ❛'❡ !♦♠❡&✐♠❡! ✉!❡❞ &♦ ❡①&❡♥❞ &❤❡ !♣❡❝&'✉♠ ♦❢ ✈✐!❝♦❡❧❛!&✐❝ ♠♦❞✉❧✐ ❛& &❤❡ !♠❛❧❧❡!&

❢'❡7✉❡♥❝✐❡! ❬❇✐'❞ ✶✾✽✼❪✳

❆♠♦♥❣ &❤❡ &②♣✐❝❛❧ &'❛♥!✐❡♥& ❡①♣❡'✐♠❡♥&!✱ &❤✐! ❝❤❛♣&❡' ❞✐!❝✉!!❡! &❤❡ ❝❛!❡ ♦❢ ❝'❡❡♣✱

✇❤❡'❡ ❛ !&❡♣ !&'❡!! σ(t) = σ0θ(t) ✐! ✐♠♣♦!❡❞✱ θ(t) ❜❡✐♥❣ &❤❡ ❍❡❛✈✐!✐❞❡✬! ❚❤❡&❛ ❢✉♥❝&✐♦♥✱

❛♥❞ &❤❡ !&'❛✐♥ γ(t) = σ0J(t) ✐! ♠❡❛!✉'❡❞ ❛! ❛ ❢✉♥❝&✐♦♥ ♦❢ &✐♠❡✳ ❆♣❛'& ❢'♦♠ ✐♥❡'&✐❛❧

❡✛❡❝&!✱ ❞✐!❝✉!!❡❞ ✐♥ ❞❡&❛✐❧ ✐♥ ❝❤❛♣&❡' ✸✱ !❤❡ ❞❡❢♦'♠❛!✐♦♥ ✐, ❝♦♥,!❛♥! ✭γ(t) = γe = σ0/G0✮

❢♦' ❛♥ ✐❞❡❛❧ ❡❧❛,!✐❝ ,♦❧✐❞ ,✉❜❥❡❝! !♦ ❍♦♦❦❡✬, ❧❛✇✱ ✇❤❡'❡❛, ✐! ❣'♦✇, ❧✐♥❡❛'❧② ✐♥ !✐♠❡ ❢♦'

❛ ✈✐,❝♦✉, ❧✐;✉✐❞ ✭γ(t) = γ̇t✱ ✇❤❡'❡ γ̇ = σ0/η✮✳ ❚❤❡ ❞❡❢♦'♠❛!✐♦♥ ♦❢ ❛ ▼❛①✇❡❧❧ ♠♦❞❡❧

✐, ❛♣♣'♦①✐♠❛!❡❧② ❝♦♥,!❛♥! ♦✈❡' !✐♠❡, ,❤♦'!❡' !❤❛♥ !❤❡ ❝❤❛'❛❝!❡'✐,!✐❝ !✐♠❡ τ ✱ ❛♥❞ ,!❛'!,

❣'♦✇✐♥❣ ❛! ❛ ❝♦♥,!❛♥! '❛!❡ ❢♦' ❧♦♥❣❡' !✐♠❡,✿ γM(t) = γe(1 + t/τ)✳ ❖♥ !❤❡ ♦!❤❡' ❤❛♥❞✱ ❛

❑❡❧✈✐♥✲❱♦✐❣! ♠♦❞❡❧ ✢♦✇, ❛! ,❤♦'! !✐♠❡, ❛♥❞ '❡❛❝❤❡, ❛ ❝♦♥,!❛♥! ❞❡❢♦'♠❛!✐♦♥ ❢♦' t ≫ τ ✿

γKV (t) = γe[1− exp(−t/τ)]✳ ❇♦!❤ ❝'❡❡♣ ❝✉'✈❡, ❛'❡ '❡♣'❡,❡♥!❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✺❜✳

❚❤❡ '❡✈❡',✐❜✐❧✐!② ♦❢ ❝'❡❡♣ ❞❡❢♦'♠❛!✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐'❡❝!❧② ❛❞❞'❡,,❡❞ ❜② ❝'❡❡♣ '❡❝♦✈❡'②✱ ✐✳❡✳

❜② '❡❧❡❛,✐♥❣ !❤❡ ❡①!❡'♥❛❧ ,!'❡,, ❛❢!❡' ❛♥ ❛'❜✐!'❛'② ❝'❡❡♣ !✐♠❡ T ✿ ❢♦' t > T !❤❡ ❞❡❢♦'♠❛!✐♦♥

γ(t) ❞❡❝'❡❛,❡, ❛❣❛✐♥✱ '❡❛❝❤✐♥❣ ❛ ♣❧❛!❡❛✉ ✈❛❧✉❡ γ∞ ✐♥ !❤❡ ❧♦♥❣ !✐♠❡ ❧✐♠✐!✳ γ∞ = 0 ✇♦✉❧❞

!❤❡♥ ✐♠♣❧② !❤❛! !❤❡ ❞❡❢♦'♠❛!✐♦♥ ♦❜!❛✐♥❡❞ ❞✉'✐♥❣ ❝'❡❡♣ ✐, ❝♦♠♣❧❡!❡❧② '❡✈❡',✐❜❧❡✿ !❤✐, ✐,

!❤❡ ❝❛,❡ ♦❢ ❑❡❧✈✐♥✲❱♦✐❣! ♠♦❞❡❧✳ ❖♥ !❤❡ ♦!❤❡' ❤❛♥❞✱ ❛ ♣❛'!✐❛❧❧② ✐''❡✈❡',✐❜❧❡ ❞❡❢♦'♠❛!✐♦♥

✇♦✉❧❞ '❡✢❡❝! ✐♥!♦ ❛ ,!'✐❝!❧② ♣♦,✐!✐✈❡ γ∞ ✭❢♦' ❡①❛♠♣❧❡✱ γ∞ = γeT/τ ❢♦' ❛ ▼❛①✇❡❧❧ ♠♦❞❡❧✮✳

❚❤❡ !✇♦ ❢✉❧❧② ✈✐,❝♦❡❧❛,!✐❝ ♠♦❞❡❧, ✭▼❛①✇❡❧❧ ❛♥❞ ❑❡❧✈✐♥✲❱♦✐❣!✮ ✐♥!'♦❞✉❝❡❞ ,♦ ❢❛' ❛'❡

❞❡,❝'✐❜❡❞ ❜② ❛ ,✐♥❣❧❡ ❝❤❛'❛❝!❡'✐,!✐❝ !✐♠❡ τ ✱ ❝♦''❡,♣♦♥❞✐♥❣ !♦ !❤❡ ❝❧❡❛' !'❛♥,✐!✐♦♥ ❜❡!✇❡❡♥

,♦❧✐❞✲❧✐❦❡ ❛♥❞ ❧✐;✉✐❞✲❧✐❦❡ ❜❡❤❛✈✐♦'✱ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ❝❛♥ ♦❜,❡'✈❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✺❜✳ ❍♦✇❡✈❡'✱ ❛, !❤❡

!❡'♠ ✧❝'❡❡♣✧ ✐!,❡❧❢ ,✉❣❣❡,!,✱ !❤❡ ❞❡❢♦'♠❛!✐♦♥, ♦❜,❡'✈❡❞ ✐♥ ❝'❡❡♣ ❡①♣❡'✐♠❡♥!, ❛'❡ ♦❢!❡♥

❝❤❛'❛❝!❡'✐③❡❞ ❜② ❛ ,✉❜❧✐♥❡❛' ❣'♦✇!❤ ♦❢ γ(t) ,♣❛♥♥✐♥❣ ,❡✈❡'❛❧ ❞❡❝❛❞❡, ✐♥ !✐♠❡✳ ❚❤✐, ✐,

❢♦' ❡①❛♠♣❧❡ !❤❡ ❝❛,❡ ♦❢ ❘♦✉,❡ ♠♦!✐♦♥ ✐♥ ♣♦❧②♠❡'✐❝ ♠❛!❡'✐❛❧,✱ ✇❤❡'❡ γ(t) ✐♥❝'❡❛,❡, ❛,

❛ ♣♦✇❡' ❧❛✇ ✇✐!❤ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥! α = 0.5 ❬❙❝❤✐❡,,❡❧ ✷✵✵✵❪✳ ❚♦ ♠✐♠✐❝ !❤✐, ❜❡❤❛✈✐♦' ♠♦'❡

❝♦♠♣❧❡① ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧, ❛'❡ '❡;✉✐'❡❞✱ ❣❡♥❡'❛❧❧② ❞✐,♣❧❛②✐♥❣ ❛ ❞✐,!'✐❜✉!✐♦♥ ♦❢ '❡❧❛①✲

❛!✐♦♥ !✐♠❡,✳ ❋♦' ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ ❣❡♥❡'❛❧✐③❡❞ ▼❛①✇❡❧❧ ✭♦' ❑❡❧✈✐♥✲❱♦✐❣!✮ ♠♦❞❡❧ ✐, ❝♦♠♣♦,❡❞

♦❢ N ❡❧❡♠❡♥!❛'② ♠♦❞❡,✱ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ✇✐!❤ ✐!, ❝❤❛'❛❝!❡'✐,!✐❝ !✐♠❡✱ ❝♦♥♥❡❝!❡❞ ✐♥ ,❡'✐❡, ✭♦' ✐♥

♣❛'❛❧❧❡❧✮✳ ❖!❤❡' ♠♦❞❡❧, ❝❛♥ ❜❡ ✐♠❛❣✐♥❡❞ ❛, ✇❡❧❧✱ ❧✐❦❡ ❢♦' ❡①❛♠♣❧❡ ❜'❛♥❝❤❡❞ ♦' ♥❡,!❡❞

,!'✉❝!✉'❡,✱ ♣❛'!✐❝✉❧❛'❧② ,✉✐!❡❞ !♦ ❞❡,❝'✐❜❡ ,❡❧❢✲,✐♠✐❧❛' ❞②♥❛♠✐❝,✳ ▼♦'❡ '❡❝❡♥!❧②✱ !❤❡ ❝♦♥✲

❝❡♣! ♦❢ ❢'❛❝!✐♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥! ✭❛❧,♦ ❝❛❧❧❡❞ ❛ ,♣'✐♥❣♣♦!✮ ❤❛, ❛❧,♦ ❜❡❡♥ ✐♥!'♦❞✉❝❡❞ ❬❇❧❛✐' ✶✾✹✼❪✱

!♦ ♣'♦✈✐❞❡ ❛ ❝♦♠♣❛❝! ♠❛!❤❡♠❛!✐❝❛❧ ❞❡,❝'✐♣!✐♦♥ ♦❢ ♣♦✇❡' ❧❛✇ ❞✐,!'✐❜✉!✐♦♥, ♦❢ '❡❧❛①❛!✐♦♥

!✐♠❡, ❬❇❛❣❧❡② ✶✾✽✸✱ ❇❛❣❧❡② ✶✾✽✾✱ ❏❛✐,❤❛♥❦❛' ✷✵✶✸❪✳ ❆ ❢'❛❝!✐♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥! ✐, ❞❡✜♥❡❞ ❜②

!✇♦ ♣❛'❛♠❡!❡',✿ ❛ ,♦✲❝❛❧❧❡❞  ✉❛#✐✲♣'♦♣❡'*② V ❛♥❞ ❛ ❢'❛❝!✐♦♥❛❧ ❡①♣♦♥❡♥! α✱ ❛♥❞ ✐! ❜'✐❞❣❡,

!❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦' ♦❢ ❛ ,♣'✐♥❣ ❛♥❞ ❛ ❞❛,❤♣♦!✱ ✇❤❡'❡ (V, α) '❡❞✉❝❡, !♦ (G0, 0) ❛♥❞

(η, 1) '❡,♣❡❝!✐✈❡❧②✳ ■!, ❝♦♥,!✐!✉!✐✈❡ ❡;✉❛!✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡, !❤❡ ❝♦♥❝❡♣! ♦❢ ❛ ❢'❛❝!✐♦♥❛❧ ❞❡'✐✈❛!✐✈❡

♦❢ ♦'❞❡' α✿

σ(t) = V
dαγ

dtα
= V

t
∫

−∞

(t− t′)−αγ̇(t′)dt′ ✭✷✳✶✼✮



✷✳✷✳ ❘❤❡♦❧♦❣② ✻✺

❚❤✐# ❞❡✜♥✐(✐♦♥ ♦❢ ❢+❛❝(✐♦♥❛❧ ❞❡+✐✈❛(✐✈❡ ❝♦♠♣❛+❡❞ ✇✐(❤ ❊4✳ ✷✳✶✻ ❛❧❧♦✇# (♦ ✐❞❡♥(✐❢② (❤❡

+❡❧❛①❛(✐♦♥ ♠♦❞✉❧✉# G(t) ∝ t−α
✱ ✇❤✐❝❤ ❡♠♣❤❛#✐③❡# (❤❡ ✐♥(❡+♣+❡(❛(✐♦♥ ♦❢ ❛ #♣+✐♥❣♣♦( ✐♥

(❡+♠# ♦❢ ❛ ♣♦✇❡+ ❧❛✇ ❞✐#(+✐❜✉(✐♦♥ ♦❢ +❡❧❛①❛(✐♦♥ (✐♠❡#✳ ❆ ♣❤②#✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ #✉❝❤ ❛

❢+❛❝(✐♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥( ✐# +❡♣+❡#❡♥(❡❞ ❜② (❤❡ #♦✲❝❛❧❧❡❞ ❢+❛❝(✐♦♥❛❧ ▼❛①✇❡❧❧ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧

❜❡ ✐♥(+♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣(❡+ ✺✳

✷✳✷✳✸ ◆♦♥❧✐♥❡❛* ✈✐,❝♦❡❧❛,.✐❝✐.②

❆❧❧ (❤❡ +❡#✉❧(# ♦❜(❛✐♥❡❞ #♦ ❢❛+ ❛+❡ ❜♦✉♥❞ (♦ (❤❡ ✉♥❞❡+❧②✐♥❣ ❛##✉♠♣(✐♦♥ (❤❛( (❤❡ ❞❡❢♦+✲

♠❛(✐♦♥# ❛+❡ ✐♥✜♥✐(❡#✐♠❛❧✳ ❚❤✐# ❛##✉♠♣(✐♦♥ ❝❤❛+❛❝(❡+✐③❡# (❤❡ #♦✲❝❛❧❧❡❞ ❧✐♥❡❛+ ✈✐#❝♦❡❧❛#(✐❝

+❡❣✐♠❡✱ ✇❤❡+❡ #(+❡## ❛♥❞ #(+❛✐♥ #❤♦✉❧❞ ❜❡ +❡❣❛+❞❡❞ ❛# ❛ ♣+♦❜✐♥❣ ✜❡❧❞✿ #✐♥❝❡ (❤❡ ✭❧✐♥❡❛+✮

+❡#♣♦♥#❡ ❢✉♥❝(✐♦♥# ❞♦ ♥♦( ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ (❤❡ ♠❛❣♥✐(✉❞❡ ♦❢ (❤❡ ♣+♦❜✐♥❣ ✜❡❧❞✱ ❧✐♥❡❛+ +❤❡♦❧♦❣②

(❡❛❝❤❡# ✉# ❛❜♦✉( (❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣+♦♣❡+(✐❡# ♦❢ (❤❡ ✉♥♣❡$%✉$❜❡❞ #❛♠♣❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡+✱ ❢+♦♠ ❛

♣+❛❝(✐❝❛❧ ♣♦✐♥( ♦❢ ✈✐❡✇✱ ✐( ♠❛② +❡♠❛✐♥ ✉♥❝❧❡❛+ ❤♦✇ (♦ ✐❞❡♥(✐❢② (❤❡ +❛♥❣❡ ♦❢ ❞❡❢♦+♠❛(✐♦♥#

✇❤❡+❡ (❤✐# ❛##✉♠♣(✐♦♥ ❤♦❧❞#✳ ▼♦+❡♦✈❡+✱ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ #(✐♠✉❧✐ ❜❡②♦♥❞ (❤❡ ❧✐♥❡❛+ +❡❣✐♠❡ ❝❛♥

❜❡ ✉#❡❞ ♦♥ ♣✉+♣♦#❡ (♦ ❝❤❛♥❣❡ (❤❡ #❛♠♣❧❡ #(+✉❝(✉+❡✱ ❛♥❞ (❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣+♦♣❡+(✐❡# ♦❢

(❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ #(+✉❝(✉+❡ ❝❛♥ ❜❡ ♣+♦❜❡❞ ❜② ♥♦♥❧✐♥❡❛+ +❤❡♦❧♦❣②✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ♣+♦✈✐❞❡ ✈❛❧✉❛❜❧❡

✐♥❢♦+♠❛(✐♦♥ ❜♦(❤ ❢+♦♠ ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥(❛❧ ♣♦✐♥( ♦❢ ✈✐❡✇ ❛♥❞ ❢♦+ ❛♣♣❧✐❝❛(✐♦♥#✳ ❋♦+ (❤✐# +❡❛#♦♥✱

✐♥ (❤✐# #❡❝(✐♦♥ ❛ ❢❡✇ +❡❧❡✈❛♥( ❛#♣❡❝(# ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛+ ✈✐#❝♦❡❧❛#(✐❝✐(② ✇✐❧❧ ❜❡ ❜+✐❡✢② ❞✐#❝✉##❡❞✳

◆♦♥❧✐♥❡❛+ +❤❡♦❧♦❣② +❡♣+❡#❡♥(# ❛♥ ❛♣♣❡❛❧✐♥❣ (❡❝❤♥✐4✉❡ (❤❛♥❦# (♦ ✐(# #(+❛✐❣❤(❢♦+✇❛+❞

✐♠♣❧❡♠❡♥(❛(✐♦♥ ✐♥ ♠♦❞❡+♥ +❤❡♦♠❡(❡+#✳ ❍♦✇❡✈❡+✱ ❢+♦♠ ❛ (❤❡♦+❡(✐❝❛❧ ♣♦✐♥( ♦❢ ✈✐❡✇ ✐( ✐#
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